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SOBRE ESTE DOCUMENTO

Las presentes notas de introduccion, se encuentran destinadas a brindar una orientacion
para el estudio, durante el cursado de las asignaturas Estadistica y Probabilidad y
Estadistica correspondientes a las siguientes carreras: Ingenieria en Recursos Hidricos,
Ingenieria en Informatica, Ingenieria en Agrimensura, Ingenieria Ambiental e Ingenieria en
Inteligencia Artificial.

Este documento fue actualizado por ultima vez el dia 22/04/25 a las 22:16:48 hs.

Tal como se ha establecido en las pautas de cursado, en el contexto de la unidad 4, se
abordaran algunas distribuciones particulares de variables aleatorias discretas vy
continuas, a saber:

» Variable discreta: Binomial, Poisson, Geométrica e Hipergeométrica.

* Variable continua: Normal, Exponencial y Gamma. De valores extremos: Gumbel y
Weibull.

A su vez, en el contexto de la Unidad 6 (Excepto para estudiantes de IIA), se utilizaran
algunos modelos vinculados al modelo Normal: t-Student, Chi cuadrado y F de Fisher-
Snedecor. Los mismos seran abordados en un material anexo.

A continuacion se pretende realizar un abordaje basico acerca de cada modelo propuesto,
dejando de lado una gran cantidad de demostraciones, propiedades, relaciones y
derivaciones posibles, con el fin de ofrecer una lectura fluida que permita orientar el
estudio y la realizacion de las actividades practicas. Para completar el estudio, se
recomienda profundizar mediante la lectura de bibliografia complementaria.

ACERCA DE LOS MODELOS PROBABILISTICOS

En el contexto del dictado de nuestra asignatura, un modelo probabilistico es una
herramienta que a partir de una teorizacion, nos permitird asociar una variable aleatoria
(VA) con una y/o varias funciones (Sean de cuantia o densidad, asi como de distribucién o
acumulativa) de probabilidades y con un conjunto de caracteristicas que le son propias a
dicho modelo. Esta asociacion se llevara a cabo bajo ciertos supuestos y permitira
obtener probabilidades asociadas a determinados valores de la VA. De manera inversa se
podra a partir de determinados valores de probabilidades obtener valores de la VA.
Existen diferentes herramientas informéaticas que permiten hacer busquedas de
probabilidades y busquedas inversas para la mayoria de los modelos propuestos y se
propone para ello en principio el uso de Geogebra clasico, en cualquiera de sus
versiones: de escritorio, web y app.
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LA ASOCIACION DE UNA VA CON UN MODELO PROBABILISTICO

Cuando se efectia la asociacion de una VA con un modelo probabilistico, es habitual
utilizar expresiones tales como: “La VA sigue la distribucion tal...”, un ejemplo seria la
siguiente expresion: “X sigue la distribucion Binomial’. En ese contexto, se parte del
supuesto de que la VA en cuestion sigue un comportamiento tal como el que propone
dicho modelo, lo cual implica una asociacion entre valores de dicha variable con
determinados valores de probabilidad y también con determinadas caracteristicas del
modelo, como por ejemplo una esperanza p o un desvio o. De forma equivalente a lo
anterior, pero en términos simbdlicos, se establece la siguiente expresion: X~Binomial. A
su vez, se podran incluir determinados valores que denominaremos parametros del
modelo, los cuales se explicitaran entre paréntesis y separados por coma. De modo
general, la sintaxis para la definicion de la asociacién es la siguiente: nombre de la
variable ~ nombre del modelo (valor parametro 1, valor pardmetro 2, ...).

A continuacion abordaremos los modelos discretos y continuos mas importantes,
estableciendo para cada caso: el contexto en el que se puede realizar la asociacion de
una VA con la distribucion de probabilidades, los parametros del modelo, las funciones
f(X) y F(x) y las caracteristicas mas importantes. También incluiremos algunas de las
relaciones que se pueden establecer entre los diferentes modelos y algunas
singularidades.

MODELOS PROBABILISTICOS PARA VA DISCRETA

MODELO BERNOULLI

Este modelo puede utilizarse cuando se cumplen las condiciones para considerar lo que
se denomina un “Ensayo de Bernoulli”. Para el planteo de un ensayo de Bernoulli, es
preciso definir un evento en el EM, el cual tendra una probabilidad de ocurrencia asociada
denotada por p y sera considerado un como un “Exito”. En ese contexto, se considerara el
evento complementario al Exito, bajo el nombre de Fracaso y por probabilidad contraria se
establecera que la probabilidad de que suceda dicho fracaso sera 1-p. Cabe aclarar que
las definiciones del éxito y el fracaso en términos de Bernoulli se encuentran despojadas
de cualquier valoracién positiva y/o negativa, de manera que seria posible que un éxito se
encontrare eventualmente asociado a situaciones desafortunadas y simplemente se trata
de un evento, que incluye uno o mas puntos del EM que son de interés para estudio que
se realiza. En términos concretos, cuando se produce el éxito la VA toma el valor 1y
cuando se produce un fracaso el valor 0.

Parametros

El Unico parametro de este modelo se denomina p y representa la probabilidad de éxito
del ensayo de Bernoulli, es decir la probabilidad de que la variable tome el valor 1.



Funciones

f(x):{l_p sizx=0

P siz=1
0 x <0

Flz)y=¢1—-p 0<z<1
1 r>1

Caracteristicas mas importantes
E[X]=0-P[X =0] +1-P[X = 1]
=D
Var [X] = E[X?] — E[X]?
=p—p°
=p(l-p)

Para el calculo de la varianza se ha considerado:

E[X?] =) a*p*(1—p)'*
=0
=p(l—p)'~"
—p

Contexto de aplicacion

El modelo Bernoulli, puede aplicarse siempre que pueda establecerse con claridad qué es
lo que se entiende por éxito del ensayo y cual es su probabilidad de ocurrencia. Este
modelo permite establecer las condiciones para la definicién de los otros modelos, como
ser: Binomial, Poisson, Geométrico e Hipergeomeétrico.

Simbologia

A modo de ejemplo, si se supone que la VA denotada por X sigue la distribucién de
Bernoulli, con un parametro p que toma el valor 10%, en términos simbdlicos puede
expresarse X~Bernoulli(10%) y en ese contexto P(X=1) representa la probabilidad de que
se obtenga un éxito.

MODELO BINOMIAL

El presente modelo considera la posibilidad de realizar n repeticiones de un evento que
pueda ser considerado un Ensayo de Bernoulli. Es necesario que cada una de las
repeticiones del ensayo se realice en las mismas condiciones, lo cual implica que la
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probabilidad de éxito en cada ensayo es constante y permite asociar este modelo con una
variable que cuenta la cantidad de éxitos, de tal forma que podra tomar valores discretos
desde 0 y hasta n.

Parametros

Este modelo posee dos parametros denotados por n y p. El parametro n representa la
cantidad de veces que se repite el experimento correspondiente al ensayo de Bernoulli. El
parametro p representa la probabilidad de éxito en cada ensayo.

Funciones

siendo

()=

Este coeficiente permite cuantificar el total de combinaciones posibles de obtener x éxitos
en n pruebas

Caracteristicas mas importantes
E[X]=np(p+1-p)" ' =np
V[X] = np(1 —p)

Contexto de aplicacion

El modelo Binomial puede aplicarse siempre que pueda identificarse con claridad un
evento que pueda ser considerado como un éxito, en el contexto de un ensayo de
Bernoulli, y que pueda repetirse en las mismas condiciones un nimero determinado de
veces.

Simbologia

A modo de ejemplo, si se supone que la VA denotada por X sigue la distribucion Binomial,
con los pardmetros n y p que toman los valores 5 y 20% respectivamente, en términos
simbdlicos puede expresarse X~Bin(5,20%) y en ese contexto P(X=2) representa la
probabilidad de que se encuentren dos éxitos luego de repetir el ensayo 5 veces con una
probabilidad de éxito del 20% cada vez.
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El presente modelo considera la posibilidad de realizar n repeticiones de un evento que
pueda ser considerado un Ensayo de Bernoulli. Al igual que en el modelo anterior, es
necesario que cada una de las repeticiones del ensayo se realice en las mismas
condiciones, lo cual implica que la probabilidad de éxito en cada ensayo es constante,
pero este modelo una variable con la cantidad de veces que debe repetirse el ensayo
para que se obtenga un éxito por primera vez.

MODELO GEOMETRICO

Parametros

Este modelo posee un so6lo parametro denotado por p. que representa la probabilidad de
éxito en términos de un ensayo de Bernoulli si el experimento se realiza una vez.

Lo que representa la variable

La variable aleatoria N que sigue una distribucion Geométrica cuenta la cantidad de
repeticiones necesarias hasta encontrar el primer éxito de en un ensayo de Bernoulli que
posee una probabilidad de éxito p.

Funciones
f(n)=p(1—p)!
Fn)=1-(1-p"!

Caracteristicas mas importantes

1
1—
V(X) = pf

Contexto de aplicacion

El modelo Geométrico puede aplicarse siempre que pueda identificarse con claridad un
evento que pueda ser considerado como un éxito, en el contexto de un ensayo de
Bernoulli, y que sea de interés analizar la cantidad de pruebas que deben realizarse para
obtener un conjunto sucesivo de fracasos que culmine con un primer éxito.

Simbologia

A modo de ejemplo, si se supone que la VA denotada por N sigue la distribucion
Geométrica, con un parametro p = 15%, en términos simbolicos puede expresarse
X~Geom(15%). En ese contexto, la expresion P(N=2) representa la probabilidad de que la
segunda repeticion del ensayo sea la primera exitosa.
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Este modelo posee una singularidad vinculada al calculo de las probabilidades
condicionales, de tal forma que, si X es una VA que sigue la distribucibn Geométrica, y
dados dos valores de my b positivos, se verifica que:

P[X >m+n|X >m|=P[X > n]

Singularidades: Pérdida de memoria

MODELO POISSON

Para establecer una solucion de continuidad con lo anterior, se propone pensar el modelo
Poisson como una extension con el modelo Binomial con pardmetros n y p, en
condiciones tales que n toma valores grandes (formalmente tiende a infinito) y p valores
pequefios (formalmente tiende a cero). De esta forma, si se considera que la probabilidad
de éxito p toma un valor cercano a cero, puede decirse que dicho éxito es un suceso raro.
En este contexto, -y de manera similar al modelo anterior-, la VA que sigue la distribucion
Poisson, es discreta y cuenta la cantidad de éxitos, es decir la cantidad de veces que
ocurre algun suceso raro en algun contexto determinado.

Parametros

Este modelo tiene un sélo pardmetro denotado por A, que representa la esperanza de la
variable y posee la singularidad de que también representa la varianza. En consonancia
con lo planteado anteriormente, si se toma una VA Binomial con parametros n y p, el
parametro A puede calcularse como el producto de ny p.

Lo que representa la variable

La variable aleatoria X que sigue una distribucién Poisson cuenta la cantidad de veces
que ocurre un suceso raro en algun contexto determinado.

Funciones
ATe—A
fl@) ==

=2 f(x)

VX, <X

Caracteristicas mas importantes

k —A)\k _)\ /\OO
Z Z =) G
el
k—1 0o J
—)‘Q_AZk 1(2 o = A _AZJ 0}\' =Xe et = A
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Segun se ha planteado anteriormente, el modelo Poisson puede utilizarse en el contexto
de una VA gue sigue una distribucion Binomial(n,p), si n tiende a infinito y p tiende a 0 (La
consideracion de cuan grande debe ser n y cuan pequefia debe ser p, se dejara librada a
los términos de interpretacion subjetivos que eventualmente deberan fundamentarse).
Ademas de lo anterior, es posible considerar que una VA discreta sigue una distribucion
Poisson, si la misma cuenta la cantidad de veces que ocurre un suceso raro -es decir un
evento que posee una baja probabilidad de ocurrencia-, en un periodo determinado de
tiempo. Analogamente, esto podria pensarse en relacién a contextos diferentes al tiempo,
por ejemplo una distancia, un volumen u otros.

Contexto de aplicacion

Singularidades: Estacionariedad e igualdad entre la esperanza y la varianza

Este modelo posee la singularidad de que su esperanza y su varianza alcanzan toman el
mismo valor. De esta forma, cuando se pueda reconocer que para una determinada VA su
esperanza y su varianza coinciden o toman valores muy cercanos, se podria suponer que
dicha variable sigue una distribucion Poisson.

Se considera que una VA que sigue la distribucion Poisson, se vincula con el conteo de un
proceso estacionario en el sentido de la proporcionalidad de la esperanza en el contexto
de la misma. Nos referimos a la proporcionalidad en los términos de la regla de tres
simple y se propone un ejemplo que resultara practico para ilustrar lo anterior. Dada una
VA que sigue la distribucion Poisson, con la siguiente definicion:

X: “Cantidad de veces que se produce una contaminacion severa del aire en un periodo
de un afo”

Y suponiendo, que E(X) = A=1.5

Si se define una nueva variable Y, similar a X pero considerando un periodo de tiempo
diferente, por ejemplo:

Y: “Cantidad de veces que se produce una contaminacion severa del aire en un periodo
de dos afos”

Entonces, se considerara que E(Y) = 3.

De esta forma estamos estableciendo una proporcionalidad entre la esperanza de la
variable y el periodo de tiempo analizado, de tal forma de considerar que si se esperan
1.5 eventos en un afio, se esperan 3 eventos en dos afios y por regla de tres simple se
podria establecer cualquier otro periodo, por ejemplo para 10 afios de la siguiente forma:

1 Ao —» 1.5 eventos
10 Aflos - 10*1.5/1 =15 eventos

Lo anterior podria simbolizarse mediante acompafando el parametro con un subindice:
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A1 aio = 1.5 )\2 afios = 3 )\10 afios = 19

Simbologia

A modo de ejemplo, si se supone que la VA denotada por X sigue la distribucion Poisson,
con una esperanza A = 15, en términos simbalicos se puede expresar X~Poi(15). En ese
contexto, la expresion P(X=3) representa la probabilidad de que se produzcan 3 eventos
en el contexto analizado.

MODELO HIPERGEOMETRICO

Este modelo propone una variable que representa el conteo de la cantidad de éxitos a
partir de repeticiones de un ensayo de Bernoulli, pero realizando extracciones sin
reposicion. Esto implica que cada ensayo no se repite en las mismas condiciones y por lo
tanto, la probabilidad de éxito p es diferente. De esta forma, existe una dependencia entre
cada ensayo realizado y los resultados obtenidos en los ensayos anteriores, de tal forma
gue la probabilidad de éxito p no es constante.

Para estudiar lo antedicho, el modelo considera un conjunto de elementos definidos como
una Poblacién, de la cual se extrae un subconjunto de elementos, que conformaran lo que
se considera una Muestra. En ese contexto, el modelo propone, a partir de conocer la
cantidad de elementos que son compatibles con el éxito -en términos de ensayo de
Bernoulli- en la Poblacion, considerar una VA discreta, que cuenta la cantidad de
elementos que son compatibles con el éxito en la muestra y sin reponer cada elemento
considerado. A diferencia del modelo Binomial, la probabilidad de que se produzca un
exito sera diferente en cada extraccion.

Una ejemplificacion sencilla de lo anterior, podria ser pensar en términos de probabilidad
clasica, que si en una extraccidon se contase con 2 casos favorables al éxito entre 10
posibles, es decir p= 20%, le siguiente extraccion no poseera el mismo valor de p, ya que
al no poseer reposicion, los casos posibles seran 9 y los casos favorables podran ser 1 o
2, dependiendo del resultado previo, es decir, p =1/9 = 11.11% 0 p=22.22%.

Parametros

Este modelo posee tres parametros:

N: Cantidad de elementos que posee la poblacién.
n: Cantidad de elementos que posee la muestra.

K: Cantidad de elementos compatibles con el Exito en la poblacion.

Lo que representa la variable

La variable aleatoria X que sigue una distribucion Hipergeométrica es una VA discreta que



cuenta la cantidad de elementos compatibles con el Exito en la muestra.

Funciones

K\ (N-K
f(l’): (m)(]\?—x) F(X]:z f(xl)
()
Caracteristicas mas importantes
i
N

o3 (5 ()

Contexto de aplicacion

B[X] =

Segun se ha planteado anteriormente, este modelo puede aplicarse cuando se se
considera una poblacion de elementos, de los cuales existe un conjunto que son
compatibles con un éxito en términos de un ensayo de Bernoulli, pero del cual se extrae
una muestra sin reposicion y se desea estudiar la cantidad de elementos exitosos en la
misma.

Singularidades: Dependencia entre extracciones

Este modelo posee la singularidad de que cada vez que se realiza un experimento, es
decir, cada vez que produce una extraccion, el elemento obtenido como resultado no se
repone al conjunto de elementos posibles para la préxima extraccion, lo que genera que la
probabilidad de éxito no sea constante y que exista dependencia entre las extracciones.
Esta dependencia contrasta con lo que proponen otros modelos, como por ejemplo el
Binomial, en el cual, cada vez que se realiza un experimento, todos resultados posibles
son los mismos y la probabilidad de éxito constante en cada extraccion.

Otra singularidad del modelo Hipergeométrico, es que no considera la cantidad de éxitos
en un conjunto de repeticiones que se realizan de una vez, sino la cantidad éxitos
obtenidos en un subconjunto de elementos de la poblacion considerados una muestra.

Simbologia

A modo de ejemplo, si se supone que la VA denotada por X sigue la distribucion
Hipergeométrica, con parametros N = 20, k=10 y n=5, en términos simbdlicos se puede
expresar X~HG(20,10,5) y en ese contexto la expresion P(X=3) representa la
probabilidad de que si se extrae una muestra de 5 elementos, de una poblacion de 20
elementos de los cuales 10 son compatibles con un éxito -en términos de Bernoulli-, se
obtengan 3 elementos compatibles con el éxito en dicha muestra.
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MODELOS PROBABILISTICOS PARA VA CONTINUA

MODELO EXPONENCIAL

Este modelo puede pensarse a partir de un escenario similar al del modelo de Poisson. Si
se supone que existe una VA discreta que sigue dicha distribucion, de tal forma que la
misma cuenta la cantidad de eventos raros que ocurren en un periodo de tiempo, puede
plantearse una VA exponencial que mide el tiempo hasta la ocurrencia del proximo suceso
raro.

Parametros

Este modelo tiene el mismo parametro que el modelo Poisson, denotado por A, que
representa la inversa de la esperanza de la variable.

Lo que representa la variable

La variable aleatoria T que sigue una distribucion Exponencial mide el tiempo hasta la
proxima ocurrencia de un suceso raro.

Funciones

0 parat <0

_ ] o para t <0
) = { Xe ™M parat >0 F(t) = {

1—e M parat>0

Caracteristicas mas importantes

MH:%
VM:%

Contexto de aplicacion

Segun se ha planteado anteriormente, el modelo Exponencial puede utilizarse en el
contexto de una VA que mide la cantidad de tiempo necesario hasta la proxima ocurrencia
de un proceso de Poisson.

Singularidades: Falta de memoria

Este modelo posee una singularidad vinculada al calculo de las probabilidades
condicionales, de tal forma que, si T es una VA que sigue la distribucion Exponencial, y
dados dos valores de t y u positivos, se verifica que:

P[T >t+u/T > u] =P[T >t



=)

Para ilustrar lo anterior se propone un ejemplo practico. Dada una VA que sigue la
distribucion Poisson, con la siguiente definicion:

X: “Cantidad de veces que se produce una contaminacion severa del aire en un periodo
de un afio”

Y suponiendo, que E(X) = A=1.5

Si se define una nueva variable T, que midel el tiempo hasta la ocurrencia de la proxima
contaminacion en las mismas unidades temporales, de la siguiente forma:

T: “Tiempo hasta que se produzca la proxima contaminacion severa del aire en afos”
En ese contexto, la probabilidad condicional siguiente:

P[T > 3/T > 2]

Seré& equivalente a la siguiente probabilidad:

P[T > 1]

Simbologia

A modo de ejemplo, si se supone que la VA denotada por T sigue la distribuciéon
Exponencial, con una esperanza 1/A = 1/15, en términos simbdlicos se puede expresar
T~Exp(15). En ese contexto, la expresion P(T>2) representa la probabilidad de que se
produzca un evento de tipo Poisson en mas de 2 unidades de tiempo.

MODELO GAMMA

Este modelo considera una VA que mide el tiempo hasta la k-ésima ocurrencia de un
evento de tipo Poisson. De esta forma, el modelo Exponencial, puede pensarse como un
caso especial del modelo Gamma cuando k=1. Otra forma de pensar el modelo es como
la suma de un conjunto k variables exponenciales independientes con que poseen un
mismo parametro \.

Parametros

Este modelo posee dos pardmetros denotados por k y A, que representan la cantidad de
sucesos raros que se consideran y la esperanza de la cantidad de sucesos raros por
unidad de tiempo. También puede usarse una notacién con pardmetros a y 3 de manera
que a considera la cantidad de sucesos raros (equivalente a k) y B el inversa de la
esperanza del proceso de Poisson (equivalente a 1/\).

Lo que representa la variable

La variable aleatoria T que sigue una distribucion Gamma mide el tiempo hasta la k-ésima
ocurrencia de un suceso raro.



Funciones
f(t) — L(}\t)kflefkt para t>0 F(t) — /t L()\t)k_le_)‘t dt
['(k) o L'(k)

Caracteristicas mas importantes

mﬂ:§
vm:%

Contexto de aplicacion

Segun se ha planteado anteriormente, el modelo Gamma puede utilizarse en el contexto
de una VA que mide la cantidad de tiempo necesario hasta la k-ésima ocurrencia de un
proceso de Poisson.

Simbologia

A modo de ejemplo, si se supone que la VA denotada por T sigue la distribucién Gamma,
con parametros k= 2 y A= 3, en términos simbdlicos se puede expresar T~I(2,3). En ese
contexto, la expresion P(T>2) representa la probabilidad de que se produzcan dos
eventos de tipo Poisson en mas de 2 unidades de tiempo.

MODELO NORMAL

La distribucion Normal, también conocida como distribucion de Laplace-Gauss o
distribucion gaussiana es la distribucion continua mas importante vinculada con el estudio
de la Teoria de la Probabilidad y la Estadistica. El descubrimiento es atribuido a Abraham
de Moivre en el aflo 1733. Su aparicion es muy frecuentemente en el estudio de VA
vinculadas con la naturaleza y a partir del Teorema Central del Limite. Su impacto en la
sociedad ha sido enorme a punto tal de modificar la idea de lo que es normal, en
contraposicion con lo anormal bajo un sentido patoldgico, es por ello que suele escribirse
en forma capitalizada. La funcion de densidad de esta VA toma una forma conocida con el
nombre de campana de Gauss.

Teorema Central del Limite

El teorema central del limite indica que, en condiciones muy generales, si S, es la suma
de n variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas, con media y varianza
finitas, entonces la funcion de distribucion de S, se aproxima a una distribucion Normal,
siempre que la suma de estas VA independientes sea lo suficientemente grande.
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Este modelo posee dos parametros denotados por Py 0, que representan la esperanza y
el desvio tipico de la VA.

Parametros

Lo que representa la variable

La variable mide alguna magnitud continua.

Funciones

1 1 2—py2 1 z 1 t—ny2

flx) = e 2(50) F(x) = / e 205 dt
() oV 2w (@) oV2T J_so

Caracteristicas mas importantes

EX]=p

V[X] = o2

Contexto de aplicacion

Segun se ha planteado anteriormente, este modelo puede aplicarse a un gran namero de
variables aleatorias continuas presentes en la naturaleza e incluso puede usarse para
aproximar algunos modelos discretos como el Binomial y el Poisson.

Simbologia

A modo de ejemplo, si se supone que la VA denotada por X sigue la distribuciéon Normal,
con parametros p = 30 y 0 = 2, en términos simbdlicos se puede expresar X~N(30,2). En
ese contexto, la expresion P(X>2) representa la probabilidad de que la VA tome valores
mayores a 2.

Modelo Normal Estandar

El modelo Normal estandar es el nombre que recibe un caso particular de la distribucion
Normal cuando p =0y o= 1Yy suele representarse a la VA con la letra Z.

Proceso de estandarizacién de una VA Normal

Suponiendo que se cuenta con una VA X~N(30,2), se puede obtener la version
estandarizada de cualquier VA Normal, mediante la resta de la esperanza y dividiendo por
la desviacion tipica, en simbolos:
X —p

g

J =
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Esta nueva VA posee las siguientes funciones:

1 1,2 1 z 1,2
flz) = Nor: e 27 F(z) = E/— e 2V dt

A partir de dicha definicion, la nueva VA sera normal estandar, es decir Z~N(0,1).

Aunque en la actualidad es posible realizar los célculos de las probabilidades de las VA
Normales utilizando computadoras, el surgimiento de la estandarizacion de las VA
Normales con media O y desvio 1 ha permitido simplificar la elaboracion de tablas
matematicas con las probabilidades acumuladas de la VA con un enorme potencial de
aplicacion.

Suma de variables normales

A partir del teorema central del limite (TCL), puede suponerse que la suma de VA
Normales independientes, también sigue una distribucion normal siempre y cuando la
suma sea lo suficientemente grande.

Sean Xi, X, ...Xn, Un conjunto de variables independientes y distribuidas bajo la forma
X1~N(M1,01), Xo~N(Y2,02), ..., Xo~N(Un,00), Y Sea S definida como:

i=1

Entonces la esperanza y la varianza de S, se podran definir como:

E(S) = Z,ui

V(S) =Y o?

Independientemente del TCL, cualquier VA definida como una combinacion lineal de VA
Normales, también sera Normal.

MODELOS DE VALORES EXTREMOS

Utilizaremos este tipo distribuciones de probabilidad cuando sea preciso estudiar los
maximos o valores minimos de alguna VA. A partir de la teoria de valores extremos (VE),
presenta una divisidbn de este tipo de VA en tres familias de distribuciones. Estas tre
familias pueden ser asociadas una a distribucion con los mismos parametros, mediante
una generalizacion conocida como GEV.



=)

A partir del teorema de Fisher-Tippet-Gnedenko, que considera {Xi, . . . ,X, } como una
sucesion de de VA independientes distribuidas de forma idéntica y M, = max{Xy, . . ., Xn},
y en condiciones que fueron demostradas por Gnedenko en 1943, la funcion G(x) tomara
la forma de alguna de las tres familias de distribuciones: Gumbel, Fréchet o Weibull.

1o N

Parametros

Distribucién generalizada de valores extremos (GEV)

: localizacién
B: escala

¢ forma

Acerca del parametro de forma {

Para > 0 se tiene la distribucion tipo Il (Fréchet).

Para { < 0 se tiene la distribucion tipo Il (Weibull).

Con el limite cuando - 0 se tiene la distribucion tipo | (Gumbel).

A continuacion presentaremos brevemente los modelos de VE de

MODELO GUMBEL (TIPO I)

Puede utilizarse para modelar la distribucion del maximo o el minimo de una VA. La teoria
de valores extremos indica que es probable que sea util si la VA sigue una distribucion
Normal o Exponencial.

Parametros

Este modelo posee dos parametros denotados por p y 3 considerados que corresponden
a la ubicacion y escala respectivamente. En funcion de la GEV, podria incluirse el
parametro { = 0.

Lo que representa la variable

Es una VA que representa a su vez valores maximos o minimos de una VA.



Funciones

1 S
f(ac) — B * 6—(3}-#)/56—6 ( )/8 F(Q?) — exp<_€—($_ﬂ)/5)

Caracteristicas mas importantes

EX]=p+98

Considerando la constante de Euler-Mascheroni como,
v~ 0.5772

(Bm)?
6
Considerando la constante pi como,

T~ 3.1416

VIX] =

Contexto de aplicacion

Segun se ha planteado anteriormente, el modelo Gumbel puede utilizarse en el contexto
de una VA que mide valores maximos o minimos de una VA. Este modelo es
especialmente utilizado para describir fenbmenos tales como caudales maximos diarios
en periodos de un ano, picos de descargas horarias durante crecidas anuales, caudales
mMAaximos instantaneos anuales.

Singularidades: Probabilidades de retorno

El periodo de retorno de un evento cualquiera puede entenderse como el tiempo promedio
o esperado que transcurre hasta que dicho evento vuelva a ocurrir. En ese contexto, el
periodo de retorno T(x), se puede relacionar con la probabilidad de ocurrencia segun la
siguiente expresion:

1

R )

A modo de ejemplo, si la probabilidad de que X supere a un determinado valor en un afio
es del 10%, se espera que el tiempo de retorno de ese evento es 10 afios.

Variante opuesta para minimos

La expresion general del modelo de Gumbel, puede aplicarse a valores maximos, no
obstante si se quiere aplicar a valores minimos, se debe plantear una variante para
minimos, con las siguientes funciones:

1 -
f(z) = 5 o pl@—n)/B pg—ele /8 F(z)=1- exp(—e("’:_“)/'g)
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Simbologia

A modo de ejemplo, si se supone que la VA denotada por X sigue la distribucion Gumbel,
con parametros y = 0y B = 1, en términos simbdlicos se puede expresar X~Gum(0,1).
En ese contexto, la expresion P(X>2) representa la probabilidad de que se produzca la VA
tome un valor maximo mayor a 2.

MODELO WEIBULL (TIPO IiI)

Este modelo permite estudiar la fiabilidad de los sistemas, a partir de la distribucion de los
tiempos de falla, cuando la tasa de fallos es proporcional a una potencia del tiempo. El
mismo puede pensarse como un modelo relacionado con el Exponencial.

Parametros

Este modelo posee dos parametros denotados por a y B, vinculados a la forma y a la
escala respectivamente.

El pardmetro a indica si la tasa de fallos es creciente (cuando a > 1), decreciente (cuando
a < 1), o permanece constante (cuando o = 1). En este caso, la distribucién de la VA
sigue el modelo Exponencial, es decir, el modelo Exponencial puede pensarse como un
caso particular del modelo Weibull cuando o = 1.

Lo que representa la variable

La variable aleatoria T que sigue una distribucién Weibull mide el tiempo hasta que se
produzca un fallo, es por ello que debe tomar valores positivos.

Funciones

Caracteristicas mas importantes
1 1
E(T) = EF<1+5)
1 2 ) 1
V(T)fﬁ [r (1 + a) -T (1 + aﬂ

Contexto de aplicacion

Segun se ha planteado anteriormente, el modelo Weibull puede utilizarse en el contexto
de una VA que mide la cantidad de tiempo hasta la proxima ocurrencia de un fallo. Suele
usarse en el estudio de la fiabilidad de los sistemas. Una gran mayoria de los equipos no
tienen una tasa de fallos constante: es méas probable que fallen a medida que envejecen.
En ese caso la tasa de fallos es creciente. Aunque también es posible encontrar equipos
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con tasas de fallos decrecientes. El término fiabilidad se vincula con la probabilidad de
buen funcionamiento de algo que puede definirse como el complemento de la funcion
acumulativa del modelo de Weibull.

Simbologia

A modo de ejemplo, si se supone que la VA denotada por T sigue la distribucion Weibull,
con parametros a = 1 y B = 20, en términos simbdlicos se puede expresar
T~Weibull(1,20). En ese contexto, la expresion P(T>2) representa la probabilidad de que
se produzca un evento fallo en mas de 2 unidades de tiempo.

OTRAS DISTRIBUCIONES

Es posible el estudio de otras distribuciones de probabilidades que no son parte de este
material y se recomienda que en caso de estudiarlas se intente construir un resumen con
las posibles aplicaciones, pardmetros, funciones y caracteristicas mas importantes.
Algunas de estas distribuciones son:

Modelo de Fréchet

Se trata de una distribucidn para valores extremos de Tipo Il.

Modelo LogNormal y su vinculacion con el modelo Normal

La distribucion normal logaritmica se utiliza cuando se cuenta con una VA X tal que
e*~LogNormal(u, o). Debido a su vinculacién con el modelo Normal, es posible definir una
nueva variable como Y = In(X), y sera cierto la misma seguira una distribucion Normal con
los mismos parametros, es decir que Y~N(u,0), de tal forma que P(X<x) = P(Y< In(x)).

Distribuciones t de Student, Chi cuadrado, F de Snhedecor

Estas distribuciones seran abordadas en un material anexo, vinculado a la unidad 6, que
refiere a la Estadistica Inferencial.
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Apaché

Un Sitio Web es atendido por cuatro servidores
para distribuir la carga. Cuando llega un pedido
s6lo uno se encarga de responder a la solicitud
y los otros funcionan como respaldos por si
falla el servidor activo. La probabilidad de que
una solicitud al sitio Web genere un fallo en el
servidor activo es 0,01. Si cada solicitud es
una prueba independiente; ¢Cual sera el
numero medio de fallos?




o

Apaché
Ensayo de Bernoulli

Exito o Fracaso

Llega una solicitud: “Experimento”

« A: Se responde correctamente

* ~A: Se produce un fallo



Apache

Datos

Un Sitio Web es atendido por cuatro
servidores ... la probabilidad de que
una solicitud al sitio Web genere un
fallo en el servidor activo es 0,01.

Paraddjicamente: Exito - Fallo
* 4 Servidores
. P(E) = 0,01



¢, Cual sera el numero medio de fallos?

Si X: Numero de Fallos
Entonces E(X): Numero medio de Fallos



Planteo

—

Apache

X: Numero de Fallos

X - V.A Discreta
X - Unidimensional
X~7?



o

Apache

Planteo

X: Numero de Fallos (V.A. Discreta)

X - V.A Discreta
X - Unidimensional
X ~ Binomial(n=4, p=0,01)
=> E(X) =n*p =0,04

Rta: El nimero esperado de fallos es 0.
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Un reciente estudio revela que el 40% de los
adultos estdn a favor de un control de
contaminacion del aire y acustica en una
ciudad. Si se seleccionaran 5 adultos
aleatoriamente:

a)Determine la probabilidad de que ninguno
este a favor del citado control.

b)¢,Cual es la probabilidad de que como
maximo 3 estén a favor del control?

c)¢,Cual el valor esperado de adultos
seleccionados que estan a favor del control?

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Ensayo de Bernoulli

Exito o Fracaso

Experimento: Se le consulta a un adulto
Su opinion sobre el control ambiental:

A: El adulto esta a favor

~A: El adulto esta en contra

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Datos

“...el 40% de los adultos estan a favor
de un control ambiental...”

En este caso: Exito — A Favor
E: El adulto esta a favor del control

5 Adultos
- P(E)=0,40

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Interrogante a)

Si se seleccionan 5 adultos al azar:

¢, Determine la probabilidad de que ninguno
este a favor del citado control?

Si X: “NUmero de adultos a favor”

P(X=0) = ?

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Planteo a)

X: NUmero de adultos a favor

X - V.A Discreta
X - Unidimensional
X~7?

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Planteo a)

X: Numero de de adultos a favor (V.A. Discreta)

X - V.A Discreta
X - Unidimensional
X ~ Binomial(n=5, p=0,40)

ny_ x n—x 5
( ) @p (1 p) (0) 0,40° % 0, 60
P(X =0)=0,078 = binomdist(0;5;0,40;1)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Interrogante b)

Si se seleccionan 5 adultos al azar:

¢, Determine la probabilidad de que como
maximo 3 estén a favor del citado control?

Si X: “NUmero de adultos a favor”

P(X <3)=?

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Planteo b)

X: Numero de de adultos a favor (V.A. Discreta)

X - V.A Discreta
X - Unidimensional
X ~ Binomial(n=5, p=0,40)

P(X <3) = i (n> pri(1 — p)n

P(X <3)=0,91 = binomdist(3;5;0,40;1)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Interrogante c)

Si se seleccionan 5 adultos al azar:

¢,Cual es el valor esperado de adultos a favor
del control?

Si X: “NUmero de adultos a favor”

E(X) = ?

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Planteo c)

Si se seleccionan 5 adultos al azar:

¢,Cual es el valor esperado de adultos a favor
del control?

Si X: “Numero de adultos a favor”
Si X ~Binom
E(X) = n*p =5*0,40 =2

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Respuestas

a) La probabilidad de que ninguno esté a favor
del citado control es 0,078.

b) La probabilidad de que como maximo 3
esten a favor del control es 0,91.

c) El valor esperado de adultos seleccionados
gue estan a favor del control es 2.

consultas: taulamet@unl.edu.ar
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Problema

El nimero de dias entre la facturacion y el
pago de cuentas corrientes en un negocio
tiene una distribucion con los siguientes
parametros: media = 18 dias y desvio = 3 dias.

¢, Qué proporcion de las facturas sera pagada

a) entre 12 y 18 dias?

b) en menos de 8 dias?
c) dentro de cuantos dias estard pagado el
99.5% de las facturas?




Datos

X: “Tiempo en dias entre la facturacion
y el pago”

X = V. A. Continua
X - Unidimensional
E(X) =18
D(X) =3
X~7?




Interrogantes

¢ Qué proporcion de las facturas sera
pagada

* entre 12 y 18 dias?
e en menos de 8 dias?

* ¢(Dentro de cuantos dias estara pagado el
99.5% de las facturas?



Interrogantes

¢ Qué proporcion de las facturas sera
pagada...

* entre 12 y 18 dias?
e en menos de 8 dias?

* ¢(Dentro de cuantos dias estara pagado el
99.5% de las facturas?



Interrogantes

¢ Qué proporcion de las facturas sera
pagada

* entre 12 y 18 dias?

PI2< X <18)=]



Planteo a)

¢ Qué proporcion de las facturas sera
pagada entre 12 y 18 dias?

P(12< X <18)=P(X <18)— P(X <12) =
F(18) — F(12)




Planteo a)

¢ Qué proporcion de las facturas sera
pagada entre 12 y 18 dias?

P(12 <X < 18) = P(X < 18) —P(X < 12) =
F(18) — F(12) =

en Gnumeric
normdist(18; 18; 3; 1) - normdist(12; 18; 3; 1)

siendo
P(X <x) = F(x) = normdist(x; E(X); D(X);1)




Planteo a)

¢ Qué proporcion de las facturas sera
pagada entre 12 y 18 dias?

P(12< X <18)=P(X <18) — P(X <12) =

= normdist(18;18; 3;1)— = normdist(12;18;3;1)

= | =normdist{18;18;3;1)-normdist(12;18;3;1)

A B | C
0,48]:)




Analogamente b)

¢ Qué proporcion de las facturas sera
pagada

* entre 12 y 18 dias?
e en menos de 8 dias?

* ¢(Dentro de cuantos dias estara pagado el
99.5% de las facturas?



Planteo b)

¢ Qué proporcion de las facturas sera
pagada en menos de 8 dias?

P(X <8) = P(X < 8) = F(8)

en Gnumeric
normdist(8; 18; 3; 1)

- By

- = | =normdist(8;18;3;1)

A B
0,04%




Planteo c)

« ¢Dentro de cuantos dias estara pagado el
99.5% de las facturas?

P(X <z)=F(X =2) =0,995; x =?

en Gnumeric
norminv(0.995; 18; 3)

& - rrminv(0,995:18:3)

g o o E El
=‘=n0

A E
25,73




Respuestas

¢ Qué proporcion de las facturas sera
pagada

entre 12y 18 dias? - 48%
 en menos de 8 dias? - 0,04%

* ¢(Dentro de cuantos dias estara pagado el
99.5% de las facturas? — 25 dias y 18 hs.
aproximadamente.
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Problema

Un camion transporta novillos cuyos pesos
tienen una distribucion con media 490 kg y
desvio estandar 20 kg. Por disposiciones
reglamentarias no puede llevar mas de 10.000
kg de carga. Determine Ud el nUmero maximo
de novillos que puede llevar a efectos de que
la carga maxima se supere solo con un 5% de
probabilidad.




Problema

Un camion transporta Ingenieros cuyos pesos
tienen una distribucion con media 490 kg y
desvio estandar 20 kg. Por disposiciones
reglamentarias no puede llevar mas de 10000
kg de carga. Determine Ud el nUmero maximo
de novillos que puede llevar a efectos de que
la carga maxima se supere solo con un 5% de
probabilidad.




Problema

Un camion transporta Novillos Expertos en In-
formatica cuyos pesos tienen una distribucion
con media 490 kg y desvio estandar 20 kg. Por
disposiciones reglamentarias no puede llevar
mas de 10.000 kg de carga.

Determine el numero maximo de novillos que
puede llevar a efectos de que la carga maxima
se supere solo con un 5% de probabilidad.




X: “Peso en Kg. de un Novillo Experto”
X - V. A. Continua
X - Unidimensional
E(X) =490
D(X) = 20

X~7?




Interrogante

Nimero maximo de novillos que puede llevar
a efectos de que la carga maxima se supere
s6lo con un 5% de probabilidad.

n—=~>"7




Datos

X: “Peso en Kg. de un Novillo Experto”

Y: “Peso en Kg. de una manada de n Novillos”




Planteo

X: “Peso en Kg. de un Novillo”
Y: “Peso en Kg. de una manada n de Novillos”

X ~ N(pu=490,0 = 20)
Y ~ N(u=nx%490,0 = n * 20)



Resolucion

Nidmero maximo de novillos que puede llevar
a efectos de que la carga maxima se supere
s6lo con un 5% de probabilidad.

Y: “Peso en Kg. de una manada de Novillos”
P(Y > 10.000) = 5% = P(Y < 10.000) = 95%

Estandarizando: z = x;“

Y —py 10.000—n.490\ __
P(T < n.20 ) =95%

P(— 24,5) = 95%




Obteniendo Z

P(Y < 10.000) = 95%

2z ==&

P(Y—,LLY < 10.000-n.490) _ 959 — P(z < 290 _ 94 5)

oy — n.20 n

= 200 — 24,5 = 2959, = normsinv(0,95)

=

g @ o E E

- = | =normsinv(0,95)

A B
1,64




Despejamos n

P(Y;,u < 10'007?5(?'490) — 95% = P(z < 30 _ 24, 5)
500 _

:>T—24,52295%:1.64:>n%19

95%




El Nimero maximo de novillos que puede llevar
a efectos de que la carga maxima se supere
s6lo con un 5% de probabilidad es 19.
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Fiabilidad de sistemas

Una gran mayoria de los equipos no tienen
una tasa de fallos constante: es mas probable
gue fallen a medida que envejecen. En este
caso la tasa de fallos es creciente. Aunque
también es posible encontrar equipos con
tasas de fallos decrecientes.

El término fiabilidad es descripto en el
diccionario de la RAE como "probabilidad de
buen funcionamiento de algo".




Fiabilidad de sistemas

El término fiabilidad es descripto en el
diccionario de la RAE como "probabilidad de
buen funcionamiento de algo".

Si representamos la fiabilidad con la funcion
R(t) referida al tiempo t, la podemos definir
utilizando nuestros conceptos sobre la funcion
de probabilidad acumulada F, nos queda:

R(t) = 1 -F(t)
F(t) = P(T <t) => R(t) = P(T > 1)




Problema

Suponga que el tiempo de fallo en horas, de
dos equipos, siguen distribuciones de Weibull
con parametros para el primero y segundo
respectivamente: a=1,8=1/20

y

Determinar: a=05,5=1/10

a) ¢Qué equipo posee mayor fiabilidad
sabiendo que ambos han sido usados
durante 10 horas?

b) ¢En qué momento deberia producirse un
fallo, para que la fiabilidad sea equivalente en
ambos sistemas?




Distribucion de Weibull

Recordando la funcidon acumulativa de Weibull:
( ) [ (At

Tenemos la funcidén de Fiabilidad:



Calculando...

P(T > 10) en ambos sistemas:
R(t) = e~ (BY)”



Calculando...

P(T > 10) en ambos sistemas:
R(t) = e~ (BY)”



Segunda Parte

¢ En qué momento deberia producirse un fallo,
para que la fiabilidad sea equivalente en ambos
sistemas?



Segunda Parte

¢ En qué momento deberia producirse un fallo,
para que la fiabilidad sea equivalente en ambos
sistemas?

Verificacion:
= 1 — weibull(40;1;20;1) = 13,53%
= 1 — weibull(40;0,5;10;1) = 13,53%




Respuestas

a) ¢Qué equipo posee mayor fiabilidad
sabiendo que ambos han sido usados durante
10 horas?

Posee mayor fiabilidad el primer equipo.

b) ¢En qué momento deberia producirse un
fallo, para que la fiabilidad sea equivalente en
ambos sistemas?

A las 40 horas.
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Situacion Real Aplicada

Se cuenta con registros de lluvias maximas en
la estacion meteorologica Chajari. Suponiendo
gue se obtuvo para esa region un valor medio
de 200 mm con un desvio de 50 mm, obtener
los parametros del modelo adecuado para
ajustarle a este tipo de variable y calcular la
probabilidad de que ocurra una lluvia maxima
superior a 150 mm en esa zona.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Ya que estamos trabajando con valores maximos sabemos
gue podemos utilizar la distribucion de Gumbel.

X: ”"Lluvia maxima en la estacién Chajari”

X ~ Gumbel(u,B) F(x) — eXp(_e_(w_'u)/B)

Se conoce la esperanza y el desvio, y se deben calcular p y
B para poder hallar la probabilidad que se pide:

E(X) =200 D(X) =50 V(X) = 2500

V(X) _ (57T)2:> 6 — V2500%6
6 T
— (3~ 38.98

E(X) = p +v8=> p = 200 — 0.57 * 38.98

— nu =~ 177,05
Siendo: m ~~ 3.1415 v ~ 0.5772

consultas: taulamet@unl.edu.ar




Calculando...
1~ 177,05 3 ~ 38.08

P(X > 150) = 1 — F(150)

_(150—177,51)/38.98
l—e ~ 87%

En GNUmeric =r.pgumbel(150;177,51,;38.98;0)
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