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PROGRAMA ANALITICO

UNIDAD Il : CARACTERISTICAS
3.1 - Caracteristicas y Momentos de una
distribucidon de probabilidades.

3.1.1 - Medidas de la Tendencia Central.
3.1.2 - Momentos - Medidas de Variabilidad.
3.1.3 - Medidas de Asimetria.

3.1.4 - Medidas de Kurtosis.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



CARACTERISTICAS

“Existen una serie de numeros
que resumen las caracteristicas
dominantes del comportamiento
de una variable aleatoria.”

(Vanlesberg, 2021, Apuntes de Teoria)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



CLASIFICACION

> TENDENCIA CENTRAL
> VARIABILIDAD
> FORMA
> ASIMETRIA
> CURTOSIS

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Recapitulando...

DISCRETAS
f(x) cuantia

Probabilidad
0< f(x) <1

CONTINUAS
f(z) densidad

il
0 < f(z)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Recapitulando...

consultas: taulamet@unl.edu.ar



CARACTERISTICAS

> TENDENCIA CENTRAL
> PROMEDIOS
> UBICACION

consultas: taulamet@unl.edu.ar



CARACTERISTICAS

> TENDENCIA CENTRA

> UBICA( - Egpel'al‘l"“ mé-\dca

L e consultas: taulamet@unl.edu.ar



> TENDENCIA CENTRAL
> PROMEDIOS
> ESPERANZA MATEMATICA

consultas: taulamet@unl.edu.ar
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consultas: taulamet@unl.edu.ar



C
C

Para rellenar una zona baja
aledana a un rio, se utilizan

C

por cada camion se puede
adaptar a la siguiente
funcion:

0S camiones: Ay B. La
Istribucion de la carga
laria (en tn) transportada

L s1ll<x<1b

f@) =1 &

€.0.C

.Se podra decir cual es el valor medio de
carga de cada camion?;Alcanza con solo
este valor para caracterizar a las cargas?
¢, Qué mas se podria calcular?

consultas: taulamet@unl.edu.ar




Antes gue nada...

¢, Es una funcidon de densidad valida?:

52

L s1ll<x<1)
0 e.0.C

* ., Definida para todo posible x?
* ;,NO negativa para todo posible x?
* ., Cumple la condicion de cierre?

consultas: taulamet@unl.edu.ar



_ 5—2 s1 1l <ax<1b
f(x) oo

/ (o
11 o0
de+/ —da:Jr/ Odx =
/oo 11 92 15

15

dr +0=1

11

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Lo ultimo que se pierde...

11 15 3]2 o0
/ x0dx + / —dx + / x0dx =
— 00 11 52 15

15

11

5”””—2 sill <x <15
e.0.C

dr 4+ 0=> FE(X) ~ 13.10

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Propiedades de la Esperanza

Destacamos las siguientes

E(a+bX) = a+ bE(X)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Propiedades de la Esperanza ,LL

Ejercicio 2
La produccion de trigo en una determinada region es una variable aleatoria X (en miles de toneladas)

cuya distnbucion estd caracterizada por la siguiente funcion:

(1) = Z(r43)(2-1) parall €z <2
flz) = () en olro caso

El beneficio por cada mul toneladas producidas se obtiene como funcion de la cantidad producida
resulta B = J000X = 1000. ; Cudl es el beneficio esperado?

E(a+bX) = a+ bE(X)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



CARACTERISTICAS

> TENDENCIA CENTRAL
> PROMEDIOS

Centro

> ESPERANZA de masa de la

distribucion

> UBICACION

Mitad

> MEDIANA de la probabilidad

acumulada

consultas: taulamet@unl.edu.ar



> TENDENCIA CENTRAL
> PROMEDIOS
> UBICACION

» MEDIANA
Mediana f

/Zx (a:) > 0.9
O\
. >
Mediana
%O Mediana
X%A / f(x)dz = 0.5
(0]

— OO

*Suponiendo que el primer valor de X sea 1

consultas: taulamet@unl.edu.ar



> MEDIDAS DE UBICACION
» CUANTILES

Se denomina cuantil de orden p (siendo
p un numero perteneciente al intervalo
[0,1]) al valor de la variable Xp que
cumple con al menos una de las
siguientes condiciones:

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Ejemplo: Cuantil de orden p

si0<zx<1

en otro caso

consultas: taulamet@unl.edu.ar



> MEDIDAS DE UBICACION
» CUANTILES

Dividen la distribucion en partes
con igual probabilidad y los
veremaos en cuatro grupos*:

MEDIANA
CUARTILES O
DECILES D;
PORCENTILES P,

*Pueden existir otros, como los Terciles o los Quintiles.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



CUANTILES

EXxisten algunas equivalencias

MEDIANA = Qs = D5 = Pxg
CUARTILES Q); : Q1 = Po5; (o = P5o; 3 = Pxs;
DECILES D;: D = Pl();DQ — P2O§ ---;D9 — PQO;

PORCENTILES P; : Todos los anteriores.

*Pueden existir otros, como los Quintiles.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



M edmna

Y
\90“a
O J=
Percentil P;
c?‘S\O P;
X%A / flz
©.@)

*Suponiendo que el primer valor de X sea 1

consultas: taulamet@unl.edu.ar



> MEDIDAS DE UBICACION
> MODO

El modo o la moda Es el valor de la variable aleatoria
que se corresponde con el maximo de la funcion de
probabilidad. En el caso discreto sera el valor asociado
a una mayor probabilidad de ocurrencia y en el caso
continuo podra investigarse a partir de las derivadas de
la funcion de densidad y eventualmente observando los
limites de cada tramo de la funcion.

/ M, : f(M;) = maz, f(r)
o°
&
s,
Pa df (@)
% _
dx

consultas: taulamet@unl.edu.ar



moda

50041 B( '/-‘.,,
.&\&{{‘: ”;}jm;;.- _

mediana

consultas: taulamet@unl.edu.ar



MOMENTOS

consultas: taulamet@unl.edu.ar



MOMENTOS

No Centrados o Centrados con
respecto al origen

— B(XF)

pr = E[(X—FE[X])"]

Centrados (con respecto al valor medio)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



MOMENTOS

consultas: taulamet@unl.edu.ar



MOMENTOS
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consultas: taulamet@unl.edu.ar




MOMENTOS

No Centrados o Centrados con
respecto al origen

Orden k

consultas: taulamet@unl.edu.ar



MOMENTOS

No Centrados o Centrados con
respecto al origen

Orden 1

consultas: taulamet@unl.edu.ar



MOMENTOS

No Centrados o Centrados con
respecto al origen

Orden 1

consultas: taulamet@unl.edu.ar



MOMENTOS

No Centrados o Centrados con
respecto al origen

Orden 2

consultas: taulamet@unl.edu.ar



MOMENTOS

No Centrados o Centrados con
respecto al origen

Orden 0

EoendIcIon
gercieneé

g — E(XO) .

consultas: taulamet@unl.edu.ar



MOMENTOS

Centrados (con respecto al valor medio)
pr = E[(X — E[X])"]

pp = E[(X — p)"]
Orden k

consultas: taulamet@unl.edu.ar



VARIABILIDAD

> RANGO (Méx - Min)
> VARIANZA
> DESVIO
> COEF. DE VARIABILIDAD

consultas: taulamet@unl.edu.ar



VARIANZA

Var(X)=0*=F

(X — E[X])"]

Var(X) = 0? = B[(X — p)?

& Var[X]= Z( xi- E[X] ) f(x;)
Q%‘ Vi
%\
% boo
% >
o4 Var[X]= j(x-E[X] ) f(x)dx

consultas: taulamet@unl.edu.ar



VARIANZA

Forma resumida

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Para rellenar una zona baja
aledana a un rio, se utilizan
dos camiones: Ay B. La
distribucion de la carga
diaria (en tn) transportada
por cada camion se puede
adaptar a la siguiente
funcion:

_ 5—2 sill <ax <15
f($) 0 e.0.C

.. Se podra decir cual es el valor medio de
carga de cada camion?¢Alcanza con soélo
este valor para caracterizar a las cargas?
¢ Qué mas se podria calcular?

consultas: taulamet@unl.edu.ar




¢ Variabilidad?
D(X)=+V(X);V(X)=E(X?) — E(X)?

15 15 3
T T

E(X?) = / T —dx = / —dzr =
11 52 1 92

15
dr = 173) => V(X) = 173 — 13.10% =

11

V(X) ~1.39 => D(X) ~ 1.18

consultas: taulamet@unl.edu.ar



CARACTERISTICAS Y MOMENTOS

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Propiedades de la Varianza O 2

Var(C)=0

E[C-E(C)]’=E[C-C]'=E(0)=0

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Propiedades de la Varianza

Var(CX)= c*Var(X)
E[CX-E(CX)]’=E[CX-CE(X)]’=
= E{[C(X-EX))]" }=E{C’.[X-E(X)]" }=

=C’E[X-E(X)]’ = C*Var(X)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Propiedades de la Varianza O 2

/ Var[X]= Z( xi- E[X] ] f(x:)

Q\é’
%\
%, -
2 2
o4 Var[X]= j(x-E[X] Y f(x)dx

Var(C)=0

Var(CX)= c*Var(X)

Var(a +bX)= Var(a)+Var(bx)= 0+ p*Var(X)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



DESVIO ESTANDAR y CV

o.=++Var(X)

2
m=+\/m-m

o 9
-

v

consultas: taulamet@unl.edu.ar

V



VARIACIONES DE E(X) Y V(X)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Ejercicio ]

El tiempo requendo para transportar un cargamento por via fluvial entre dos puertos sigue una dis-
(mbucton de probabilidades con unamedia de 90 bs. y desvio de 3 hs. El capitdn de un barco pretende
legar a un puerto entre 80 y 100'hs. despues de haber salido del primer puerto. ; Puede con est
informacion determinar [ probabilidad de que realmente esto suceda?

consultas: taulamet@unl.edu.ar



TEOREMA DE TCHEVYCHEFF

P(X-uPho)<

I
1

P(X -ul<ho )>1-

consultas: taulamet@unl.edu.ar



ASIMETRIA

Med Ioda Media Moda l Media
Mediana Mediana Mediana
Moda
Asimetrica hacia Simétrica Asimeétrica hacia

la izquierda la derecha

consultas: taulamet@unl.edu.ar



ASIMETRIA

- E(X)- Modo
al(X)

As

- I [E(X)- Mediana]
- o(X)

As

3
_ H; Cas-Jaart2a;
- R V= 342

/1 (T (a>- o)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



CURTOSIS

N

Leptocurtica Mesocurtica Platicurtica

3 4
U=~ da;0,+0aa; - e

Ty =9

consultas: taulamet@unl.edu.ar



CARACTERISTICAS DE V.A.
DISTRIBUIDAS CONJUNTAMENTE

» MOMENTOS BIDIMENSIONALES
» MARGINALES
» DEPENDENCIA
> X+Y
»X-Y

consultas: taulamet@unl.edu.ar



MOMENTOS BIDIMENSIONALES

No Centrados o Centrados con respecto al origen

., = E(XLY™)

Orden I,n

consultas: taulamet@unl.edu.ar



ESPERANZAS MARGINALES

Calculadas a partir de momentos no centrados

consultas: taulamet@unl.edu.ar



ESPERANZAS MARGINALES

Calculadas a partir de momentos no centrados

Y) — CV(),l

consultas: taulamet@unl.edu.ar



MOMENTOS BIDIMENSIONALES

Centrados con respecto los valores medios

1 = E[X — E(X)".E[Y — E(Y)]")

Orden [,n

consultas: taulamet@unl.edu.ar



VARIANZAS MARGINALES

consultas: taulamet@unl.edu.ar



COVARIANZA

COV(X,Y) = p11 = E[X — ux|"E[Y — py]")
COV(X,Y)=p11 =011 — a10.001

INDEPENDENCIA

X, Y Indep
E(X,)Y) = E(X) -E(Y)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



INDEPENDENCIA
SN [ x- EX)LLy,- EV].f (x).f (y)=

=3 [xi-EX)]f (x)D [ y,-EW]f(y,)=

=FE[yv.- E(X)].Ef V- EY)=u,, u,,

COV(X,)Y)=p1=0a11—a10.001
COV(X,Y)=p11=0a10.001— Q1,0-Q0,1
COV(X,Y)=0

consultas: taulamet@unl.edu.ar



COEFICIENTE DE CORRELACION

covey  Hyg
p.l‘, ¥

- 0.0, J.Hzﬂ*.'“ﬂ;

-I1=p =]

consultas: taulamet@unl.edu.ar



SUMA DE VARIABLES

2.COV(X,Y)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



WA
/1

e

T —

Si se supone gque las cargas transportadas por
los dos camiones son independientes; ¢Se
podria decir cual es el valor medio de carga
total transportada por los camiones?
¢ Alcanza con solo este valor para caracterizar
a la carga total? ¢ Qué mas se podria calcular?

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Pensando en 2 camiones

Suponiendo que X mide la carga del camion Ae Y
la carga del camion B, pasamos en limpio las
funciones de densidad de cada variable:

s1 1l <ax <15
e.0.C

s1 11 <y <15
e.0.C

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Carga Total Media

Luego si definimos la carga total T como la suma
de las cargas de los camiones y aplicamos la
propiedad de la esperanza de una suma:

T=X+Y
E(T)=EX+Y)=E(X)+ E(Y)

—> E(T) = 13.10 + 13.10 = 26.20

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Desvio Total Medio

Analogamente, por la propiedad de la varianza de
una suma, necesitaremos calcular la covarianza:

V(T) = V(X +Y) =
V(X)+V(Y) +200V(X,Y)

COV(X,Y)=E(X,Y) - E(X)x E(Y)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Covarianza

COV(X,Y)=E(X,Y)— E(X) E(Y)

E(X,Y):/ / xyf(x,y) - dr-dy =
11 J11

dx - dy =
[ [ Vi

dx - dy ~ 171.6
/1 /1 2704 Y :

consultas: taulamet@unl.edu.ar




Covarianza: Interpretacion
COV(X,Y)=E(X,Y)—-E(X)-E(Y)

=> 171.68 — (13.10%) = 0

=>COV(X,Y)=0

Recordemos que si la covarianza es cero, podemos
Interpretar que no existe relacion lineal entre las dos
variables, lo cual es coherente con lo supuesto en el
enunciado del problema.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Desvio Total Medio

V() =V(X+Y) =
V(X)+V(Y) 4200V (X,Y)
—>V(T)=13+13=26
—> D(T) ~ 1.61

consultas: taulamet@unl.edu.ar
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