Capitulo 8

Distribuciones de muestreo
fundamentales y descripciones de datos

8.1 Muestreo aleatorio

El resultado de un experimento estadistico se puede registrar como un valor numérico o
como una representacion descriptiva. Cuando se lanza un par de dados y lo que nos inte-
resa es el resultado total, registramos un valor numérico. Sin embargo, si a los estudian-
tes de cierta escuela se les hacen pruebas de sangre para averiguar cudl es su tipo, podria
ser més util una representacion descriptiva. La sangre de una persona se puede clasificar
de 8 maneras. Puede ser AB, A, B u O, cada una con un signo de més o de menos, lo cual
depende de la presencia o ausencia del antigeno Rh.

En este capitulo nos enfocamos en el muestreo de distribuciones o poblaciones, y
estudiamos cantidades tan importantes como la media de la muestra y la varianza de
la muestra, que serdn de importancia fundamental en los capitulos siguientes. Ademads,
en los préximos capitulos intentamos introducir al lector al papel que desempenaran la
mediay la varianza de la muestra en la inferencia estadistica. El uso de las computadoras
modernas de alta velocidad permite a los cientificos e ingenieros incrementar enorme-
mente su uso de la inferencia estadistica formal con técnicas graficas. L.a mayoria de las
veces la inferencia formal parece muy drida y quizds incluso abstracta para el profesional
o el gerente que desea que el andlisis estadistico sea una guia para la toma de decisiones.

Poblaciones y muestras

Comenzamos esta seccion presentando los conceptos de poblaciones y muestras. Ambas
se mencionan de forma extensa en el capitulo 1; sin embargo, aqui serd necesario estu-
diarlas mds ampliamente, en particular en el contexto del concepto de variables aleato-
rias. La totalidad de observaciones que nos interesan, ya sean de nimero finito o infinito,
constituye lo que llamamos poblacion. En alguna época el término poblacion se referia a
observaciones que se obtenian de estudios estadisticos aplicados a personas. En la actuali-
dad el estadistico utiliza la palabra para referirse a observaciones sobre cualquier cuestion
de interés, ya sea de grupos de personas, de animales o de todos los resultados posibles de
algin complicado sistema bioldgico o de ingenieria.
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Definicion 8.1:

Definicion 8.2:

Capitulo 8 Distribuciones de muestreo fundamentales y descripciones de datos

Una poblacién consta de la totalidad de las observaciones en las que estamos intere-
sados.

El nimero de observaciones en la poblacion se define como el tamafio de la pobla-
cién. Si en la escuela hay 600 estudiantes que clasificamos de acuerdo con su tipo de
sangre, decimos que tenemos una poblacion de tamafio 600. Los ndmeros en las cartas
de una baraja, las estaturas de los residentes de cierta ciudad y las longitudes de los pe-
ces en un lago especifico son ejemplos de poblaciones de tamafio finito. En cada caso el
numero total de observaciones es un nimero finito. Las observaciones que se obtienen al
medir diariamente la presion atmosférica desde el pasado hasta el futuro, o todas las me-
diciones de la profundidad de un lago desde cualquier posicién concebible son ejemplos
de poblaciones cuyos tamafos son infinitos. Algunas poblaciones finitas son tan grandes
que en teoria las supondriamos infinitas, lo cual es cierto si se considera la poblacién
de la vida util de cierto tipo de bateria de almacenamiento que se estd fabricando para
distribuirla en forma masiva en todo el pais.

Cada observacion en una poblacién es un valor de una variable aleatoria X que
tiene alguna distribucion de probabilidad f(x). Si se inspeccionan articulos que salen de
una linea de ensamble para buscar defectos, entonces cada observacion en la poblacion
podria ser un valor 0 o 1 de la variable aleatoria X de Bernoulli, con una distribucion de
probabilidad

b(x;l,p)=p¢"™™, x=0,1

donde 0 indica un articulo sin defecto y 1 indica un articulo defectuoso. De hecho, se
supone que p, la probabilidad de que cualquier articulo esté defectuoso, permanece cons-
tante de una prueba a otra. En el experimento del tipo de sangre la variable aleatoria X
representa el tipo de sangre y se supone que toma un valor del 1 al 8. A cada estudiante
se le asigna uno de los valores de la variable aleatoria discreta. Las duraciones de las ba-
terias de almacenamiento son valores que toma una variable aleatoria continua que quiza
tiene una distribucién normal. De ahora en adelante, cuando nos refiramos a una “pobla-
cién binomial”, a una “poblacién normal” o, en general, a la “poblacion f(x)”, aludire-
mos a una poblacion cuyas observaciones son valores de una variable aleatoria que tiene
una distribucién binomial, una distribucion normal o la distribucion de probabilidad f(x).
Por ello, a la media y a la varianza de una variable aleatoria o distribucion de probabi-
lidad también se les denomina la media y la varianza de la poblacién correspondiente.

En el campo de la inferencia estadistica, el estadistico se interesa en llegar a con-
clusiones respecto a una poblacién, cuando es imposible o poco practico conocer todo
el conjunto de observaciones que la constituyen. Por ejemplo, al intentar determinar
la longitud de la vida promedio de cierta marca de bombilla, seria imposible probarlas
todas si tenemos que dejar algunas para venderlas. Los costos desmesurados que impli-
caria estudiar a toda la poblacién también constituirian un factor que impediria hacerlo.
Por lo tanto, debemos depender de un subconjunto de observaciones de la poblacién que
nos ayude a realizar inferencias respecto a ella. Esto nos lleva a considerar el concepto
de muestreo.

Una muestra es un subconjunto de una poblacion.

Para que las inferencias que hacemos sobre la poblacién a partir de la muestra
sean validas, debemos obtener muestras que sean representativas de ella. Con mucha
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Definicion 8.3:

frecuencia nos sentimos tentados a elegir una muestra seleccionando a los miembros mas
convenientes de la poblacion. Tal procedimiento podria conducir a inferencias erréneas
respecto a la poblacién. Se dice que cualquier procedimiento de muestreo que produzca
inferencias que sobreestimen o subestimen de forma consistente alguna caracteristica de
la poblacion estd sesgado. Para eliminar cualquier posibilidad de sesgo en el procedi-
miento de muestreo es deseable elegir una muestra aleatoria, lo cual significa que las
observaciones se realicen de forma independiente y al azar.

Para seleccionar una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién f(x) defi-
nimos la variable aleatoria X, i = 1, 2,..., n, que representa la i-ésima medicién o
valor de la muestra que observamos. Si las mediciones se obtienen repitiendo el expe-
rimento n veces independientes en, esencialmente, las mismas condiciones, las varia-
bles aleatorias X " Xz""’ X, constituirdn entonces una muestra aleatoria de la poblacion
f(x) con valores numéricos X5 Xgyenes Xy Debido a las condiciones idénticas en las que
se seleccionan los elementos de la muestra, es razonable suponer que las n variables
aleatorias X i’ Xz""’ X, son independientes y que cada una tiene la misma distribucién
de probabilidad f(x). Es decir, las distribuciones de probabilidad de Xl, Xz"“’ X, son,
respectivamente, f(x,), f(x,),..., f(x ), y su distribucién de probabilidad conjunta es
f(x1,x2,...,x,) = f(x1) f(x2)---f(x,). El concepto de muestra aleatoria se describe
de manera formal en la siguiente definicion.

Sean X .. & variables aleatorias independientes 7, cada una con la misma distribu-
cion de probabilidad f(x). Definimos X, X,,..., X, como una muestra aleatoria de ta-
mafio n de la poblacion f(x) y escribimos su distribucion de probabilidad conjunta como

S, x2,..0x0) = f(x1) f(x2) - f(xn).

Si se realiza una seleccion aleatoria de n = 8 baterias de almacenamiento de un pro-
ceso de fabricacion que mantiene las mismas especificaciones, y al registrar la duracién
de cada bateria se encuentra que la primera medicion x, es un valor de X, la segunda
medicion X, s un valor de X,y asi sucesivamente, entonces X5 Xppeeny Xg SON los valores
de la muestra aleatoria X 1o X ppeer X Si suponemos que la poblacidn de vidas dtiles de las
baterias es normal, los valores posibles de cualquier X,i= 1, 2,..., 8 seran exactamente
los mismos que los de la poblacién original, por consiguiente, X, tiene una distribucion
normal idéntica a la de X.

8.2 Algunos estadisticos importantes

Nuestro principal propésito al seleccionar muestras aleatorias consiste en obtener infor-
macioén acerca de los pardmetros desconocidos de la poblacién. Suponga, por ejemplo,
que deseamos concluir algo respecto a la proporcién de consumidores de café en Estados
Unidos que prefieren cierta marca de café. Seria imposible interrogar a cada consumidor
estadounidense de café para calcular el valor del pardmetro p que representa la propor-
cion de la poblacion. En vez de esto se selecciona una muestra aleatoria grande y se
calcula la proporcién p de personas en esta muestra que prefieren la marca de café en
cuestion. El valor p se utiliza ahora para hacer una inferencia respecto a la proporcion
p verdadera.

Ahora, p es una funcion de los valores observados en la muestra aleatoria; ya que
es posible tomar muchas muestras aleatorias de la misma poblacion, esperariamos
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que p variara un poco de una a otra muestra. Es decir, p es un valor de una variable alea-
toria que representamos con P. Tal variable aleatoria se llama estadistico.

Definicion 8.4: Cualquier funcion de las variables aleatorias que forman una muestra aleatoria se llama

estadistico.

Medidas de localizacion de una muestra: la media, la mediana
y la moda muestrales

En el capitulo 4 presentamos los parametros u y 0%, que miden el centro y la variabilidad
de una distribucién de probabilidad. Estos son pardmetros de poblacién constantes y de
ninguna manera se ven afectados o influidos por las observaciones de una muestra alea-
toria. Definiremos, sin embargo, algunos estadisticos importantes que describen las me-
didas correspondientes de una muestra aleatoria. Los estadisticos que mds se utilizan
para medir el centro de un conjunto de datos, acomodados en orden de magnitud, son la
media, la mediana y la moda. Aunque los primeros dos estadisticos se expusieron en el
capitulo 1, repetiremos las definiciones. Sean X, X.,..., X representaciones de n varia-
bles aleatorias.

a) Media muestral: n
- 1
X == in.
i=1

_ n

Observe que el estadistico X toma el valor ¥ = nl > x; cuando X, toma el valor x, X,
. . i=l .

toma el valor x, y asi sucesivamente. El término media muestral se aplica tanto al esta-

distico X como a su valor calculado X.
b) Mediana muestral:

% = X(n+1)/25 sin es impar,
=17 '
3(Xns2 +Xp241), sSin espar.

La mediana muestral también es una medida de localizacién que indica el valor central
de la muestra. En la seccidn 1.3 se presentan ejemplos de la media muestral y de la me-
diana muestral. La moda muestral se define de la siguiente manera:

¢) Lamoda muestral es el valor que ocurre con mayor frecuencia en la muestra.

Ejemplo 8.1: | Suponga que un conjunto de datos consta de las siguientes observaciones:

0.320.530.280.37 0.47 0.43 0.36 0.42 0.38 0.43

La moda de la muestra es 0.43, ya que este valor aparece con mds frecuencia que los
demds. A

Como se expuso en el capitulo 1, una medida de localizacién o tendencia central en
una muestra no da por si misma una indicacion clara de la naturaleza de ésta, de manera
que también debe considerarse una medida de variabilidad en la muestra.
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Las medidas de variabilidad de una muestra: la varianza,
la desviacion estandar y el rango de la muestra

La variabilidad en la muestra refleja como se dispersan las observaciones a partir del
promedio. Se remite al lector al capitulo 1 para un andlisis mds amplio. Es posible tener
dos conjuntos de observaciones con las mismas media o mediana que difieran de manera
considerable en la variabilidad de sus mediciones sobre el promedio.

Considere las siguientes mediciones, en litros, para dos muestras de jugo de naranja
envasado por las empresas A y B:

Muestra A |0.97 1.00 094 1.03 1.06
Muestra B | 1.06 1.01 0.88 091 1.14

Ambas muestras tienen la misma media, 1.00 litros. Es muy evidente que la em-
presa A envasa el jugo de naranja con un contenido mds uniforme que la B. Decimos
que la variabilidad o la dispersion de las observaciones a partir del promedio es me-
nor para la muestra A que para la muestra B. Por lo tanto, al comprar jugo de naranja,
tendriamos més confianza en que el envase que seleccionemos se acerque al promedio
anunciado si se lo compramos a la empresa A.

En el capitulo 1 presentamos varias medidas de la variabilidad de una muestra, como
la varianza muestral, la desviacion estindar muestral y el rango de la muestra. En
este capitulo nos enfocaremos sobre todo en la varianza de la muestra. Nuevamente, sea
que X, X,...., X representan n variables aleatorias.

a) La varianza muestral:

1O .
2 2
$T=——) (X;-X).
n—1:+
i=1 (8.2.1)
El valor calculado de S? para una muestra dada se denota con s> Observe que S?
se define esencialmente como el promedio de los cuadrados de las desviaciones de las
observaciones a partir de su media. La razén para utilizar n — 1 como divisor, en vez de
la eleccion mas obvia n, quedara mas clara en el capitulo 9.

Ejemplo 8.2: | Una comparacion de los precios de café en 4 tiendas de abarrotes de San Diego, selec-

Solucion:

cionadas al azar, mostr6 aumentos en comparacioén con el mes anterior de 12, 15, 17 y
20 centavos por bolsa de una libra. Calcule la varianza de esta muestra aleatoria de au-
mentos de precio.

Si calculamos la media de la muestra, obtenemos

124+ 15+174+20
x = ) =16 centavos.

Por lo tanto,

4
1 (12 —16)% + (15 — 16)% + (17 — 16)? + (20 — 16)?
2 2
=_ E i —16)* =
573 l_l(x ) 3

=D+ (DPH (DB 34
N 3 37 1

Mientras que la expresion para la varianza de la muestra de la definicion 8.6 ilustra mejor
que S? es una medida de variabilidad, una expresion alternativa tiene cierto mérito, de
manera que el lector deberia conocerla. El siguiente teorema contiene tal expresion.
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Franco
Resaltar
Como denominador también solemos usar "n" en vez de "n-1"


Capitulo 9

Problemas de estimacion
de una y dos muestras

9.1 Introduccion

En los capitulos anteriores destacamos las propiedades del muestreo de la media y de la
varianza muestrales. También destacamos las representaciones de datos en varias for-
mas. El propdsito de estas presentaciones es establecer las bases que permitan a los es-
tadisticos sacar conclusiones acerca de los pardmetros de poblaciones tomadas de datos
experimentales. Por ejemplo, el teorema del limite central brinda informacién sobre la
distribucién de la media muestral X. La distribucion incluye la media de la poblacion .
Por consiguiente, cualesquiera conclusiones respecto a p, extraidas de un promedio
muestral observado, deben depender de lo que se sabe acerca de su distribucién mues-
tral. Se podria decir algo similar en lo que se refiere a S? y 2. Como es evidente, es muy
probable que cualquier conclusiéon que saquemos acerca de la varianza de una distribu-
cion normal implique la distribucién muestral de S=.

En este capitulo comenzaremos por presentar de manera formal el propédsito de
la inferencia estadistica. Continuaremos con el andlisis del problema de la estima-
cion de los parametros de la poblacion. Restringiremos nuestros desarrollos formales
de los procedimientos de estimacién especificos a problemas que impliquen una y dos
muestras.

9.2 Inferencia estadistica

En el capitulo 1 presentamos la filosofia general de la inferencia estadistica formal. La
inferencia estadistica consta de los métodos mediante los cuales se hacen inferencias o
generalizaciones acerca de una poblacion. La tendencia actual es distinguir entre el mé-
todo clasico de estimacion de un parametro de la poblacion, donde las inferencias se
basan estrictamente en informacion obtenida de una muestra aleatoria seleccionada de la
poblacion, y el método bayesiano, el cual utiliza el conocimiento subjetivo que ya se
posee sobre la distribucion de probabilidad de los pardmetros desconocidos junto con la
informacidn que proporcionan los datos de la muestra. En la mayor parte de este capitu-
lo utilizaremos los métodos clésicos para estimar los pardmetros de la poblacién desco-
nocidos, como la media, la proporcidn y la varianza, mediante el célculo de estadisticos
de muestras aleatorias y la aplicacion de la teoria de las distribuciones muestrales, gran
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parte de lo cual se estudi6 en el capitulo 8. La estimacioén bayesiana se analizard en el
capitulo 18.

La inferencia estadistica se puede dividir en dos dreas principales: estimacion y
pruebas de hipétesis. Trataremos estas dos areas por separado: en este capitulo veremos
la teoria y las aplicaciones de la estimacion, y en el capitulo 10 revisaremos la prueba de
hipétesis. Para distinguir claramente un drea de la otra, considere los siguientes ejemplos.
Un candidato a un cargo publico podria estar interesado en estimar la verdadera proporcion
de votantes que lo favorecerdn mediante la obtencion de las opiniones de una muestra
aleatoria de 100 de ellos. La parte de votantes en la muestra que favoreceran al candidato
se podria utilizar como un estimado de la verdadera proporcion en la poblacion de votan-
tes. El conocimiento de la distribucion muestral de una proporcion nos permite establecer
el grado de exactitud de tal estimado. Este problema cae en el drea de la estimacion.

Considere ahora el caso de alguien a quien le interesa averiguar si la marca A de cera
para piso es mds resistente al desgaste que la marca B. Se podria plantear la hipétesis de
que la marca A es mejor que la marca By, después de la prueba adecuada, aceptar o re-
chazar dicha hipétesis. En este ejemplo no intentamos estimar un pardmetro, sino llegar
a una decision correcta acerca de una hipétesis planteada previamente. Una vez mds,
dependemos de la teoria del muestreo y de utilizar datos que nos proporcionen alguna
medida del grado de exactitud de nuestra decision.

9.3 Meétodos de estimacion clasicos

La estimacién puntual de algtin pardmetro de la poblacién 6 es un solo valor 6 de un
estadistico ©. Por ejemplo, el valor & del estadistico X, que se calcula a partir de una
muestra de tamafio n, es una estimacién puntual del pardmetro de la poblacién L.
De manera similar, p = x /n s una estimacion puntual de la verdadera proporcion p para
un experimento binomial.

No se espera que un estimador logre estimar el pardmetro de la poblacidn sin error.
No se espera que X estime f con exactitud, lo que en realidad se espera es que no esté
muy alejada. Para una muestra especifica, la manera en que se podria obtener un estima-
do mads cercano de p es utilizando la mediana de la muestra X como estimador. Consi-
dere, por ejemplo, una muestra que consta de los valores 2, 5y 11 de una poblacién cuya
media es 4, la cual, supuestamente, se desconoce. Podriamos estimar p para que sea x = 6
usando la media muestral como nuestro estimado, o bien, ¥ = 5 utilizando la mediana
muestral. En este caso el estimador X produce una estimacién més cercana al pardmetro
verdadero que la que produce el estimador X . Por otro lado, si nuestra muestra aleatoria
contiene los valores 2, 6 'y 7, entonces X = 5 y X = 6, de manera que el mejor estima-
dor es X. Cuando no conocemos el valor real de 1, tenemos que comenzar por decidir
qué estimador utilizaremos, si X o X.

Estimador insesgado

(Cudles son las propiedades que una “buena” funcién de decision deberia tener para
poder influir en nuestra eleccién de un estimador en vez de otro? Sea © un estimador
cuyo valor 0 es una estimacién puntual de algiin pardmetro de la poblacién descono-
cido 6. Sin duda deseariamos que la distribucion muestral de © tuviera una media igual
al parametro estimado. Al estimador que tuviera esta propiedad se le llamaria estimador
insesgado.
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Definicion 9.1:

Se dice que un estadistico © es un estimador insesgado del parametro 6 si

pe = E(©) = 6.

Ejemplo 9.1: | Demuestre que S? es un estimador insesgado del parametro 0.

Solucion: En la seccién 8.5, en la pagina 244, demostramos que

Y Xi=X)P =3 (Xi—w? —nX —w’.
=1

i=1

Entonces,

1 n
E(SH)=E |— > (X~

i=1

n _ 1 n
Y EX;—p?® —nE (X —u)2] =— <Zo—§ —n%%)-

i=l1

Sin embargo,

. o
oy, =0°, para i =1,2,...,n, yoy = —.
Por lo tanto,

n—1 n

E(S%) = L <n02 —nf) = o, r

Aunque S?es un estimador insesgado de o2, S, por otro lado, suele ser un estimador
sesgado de o, un sesgo que en el caso de muestras grandes se vuelve insignificante. Este
ejemplo ilustra por qué dividimos entre n — 1 en vez de entre n cuando estimamos la
varianza.

Varianza de un estimador puntual

Definicion 9.2:

Si (:)1 y @ son dos estimadores insesgados del mismo parametro de la poblacion 6, de-
seamos eleglr el estlmador cuya distribucion muestral tenga la menor varianza. Por lo
tanto, si O'A < O'A decimos que @ es un estimador mas eficaz de 6 que (9

Si consideramos todos los posibles estimadores insesgados de algin parametro 6, al
que tiene la menor varianza lo llamamos estimador mds eficaz de 6.

Enla figura 9.1 se ilustran las distribuciones muestrales de tres estimadores diferen-
tes C:)l, @2 y (:)3, todos para 6. Es evidente que séloA(:)1 y @2 no son sesgados, ya que sus
distribuciones estan centradas en 6. El estimador @1 tiene una varianza menor que @2,
por lo tanto, es més eficaz. En consecuencia, el estimador de 6 que elegirfamos, entre los
tres que estamos considerando, seria @

Para poblaciones normales se puede demostrar que tanto X como X son estimadores
insesgados de la media de la poblacion p, pero la varianza de X es mds pequefia que la
varianza de X. Por consiguiente, los estimados X y X serdn, en promedio, iguales a
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Figura 9.1: Distribuciones muestrales de diferentes estimadores de 6.

la media de la poblacién p, aunque podria ser que X esté mds cerca de 4 para una mues-
tra dada y, por lo tanto, que X sea mas eficaz que X.

Lstimacion por intervalo

Podria ser que ni el estimador insesgado mas eficaz estime con exactitud el parametrgde
la poblacién. Es cierto que la exactitud de la estimacién aumenta cuando las my€stras
son grandes; pero incluso asi no tenemos razones para esperar que una estimgefon pun-
tual de una muestra dada sea exactamente igual al parimetro de la pobJdcion que se
sthpone debe estimar. Hay muchas situaciones en que es preferible degefminar un inter-
valogntro del cual esperariamos encontrar el valor del pardmetrg/1al intervalo se co-
noce comg estimacién por intervalo.

Una estNpacion por intervalo de un pardmetro de la popfacion 6 es un intervalo de
la forma 0 < O 6,,, donde HL y 6 , dependen del valor gef estadistico 6 para una mues-
tra espec1ﬁca y tamgién de la dlStI'lbUCIOn de muestrpd de ©. Por ejemplo, una muestra
aleatoria de calificaciOngs verbales de la prueba AT para estudiantes universitarios de
primer afo produciria un Mgervalo de 530 a 554, dentro del cual esperamos encontrar el
promedio verdadero de todasNgs calificacigfies Verbales de la prueba SAT para ese gru-
po. Los valores de los puntos eXgemg#, 530 y 550, dependeran de la media muestral
calculada % y de la distribucion de Pestreo de X. A medida que aumenta el tamaiio de
la muestra, sabemos que 0)22 =#/n didinuye y, en consecuencia, cabe la posibilidad
de que nuestra estimacion sgAcerque mds d\parametro [, lo cual daria como resultado
un intervalo mas corto. D€ esta manera, el intetalo de la estimacién indica, por su lon-
gitud, la precision de 4 estimacion puntual. Un insgniero obtendrd informacién acerca
de la proporcion g€ la poblacion de articulos defectudgos tomando una muestra y cal-
culando la proporcion muestral defectuosa, sin embargoyNna estimacién por intervalo
podria ser pAas informativa.

Interpretaciopde las estimaciones por intervalo

Como muestras distintas suelen producir valores diferentes de By, por lo tandd valores
diferentes de 9L y 9 estos puntos extremos del intervalo son valores de las varibles
aleatorias correspondlentes @ y @ De la distribucion muestral de © seremd

capaces de determinar © LY ©,,de manera que P (O, < 0 <0Oy) sea igual a cualquier
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manece sin cambio si &
suma o se le resta una constan
b) Demuestre que la varianza de la mué
¢? veces su valor original si cada observacion
muestra se multiplica por c.

8.15 Verifique que la varianza de la mues

a) la varianza
b) la_yart

fiza de la muestra 9, 14, 8, 11,9y 12. b) la mediana de las diferencias de puntos.

Capitulo 8 Distribuciones de muestreo fundamentales y descripciones de datos

e que la varianza de la muestra per- 8.16 En la temporada 2004-2005 el equi
valor de la muestra se le  americano de la Universidad del S alifornia tuvo
las siguientes diferencias ntuacién en los 13 par-

¢ vuelve tidos que jugo.

114932363838308431536

Calcule
muestra 12, 27,9, 18, 12y 21; a) la media de la diferencia de pun

8.3 Distribuciones muestrales

El campo de la inferencia estadistica trata basicamente con generalizaciones y prediccio-
nes. Por ejemplo, con base en las opiniones de varias personas entrevistadas en la calle,
los estadounidenses podrian afirmar que en una préxima eleccién 60% de los votantes
de la ciudad de Detroit favorecerian a cierto candidato. En este caso tratamos con una
muestra aleatoria de opiniones de una poblacién finita muy grande. Por otro lado, con
base en las estimaciones de 3 contratistas seleccionados al azar, de los 30 que laboran
actualmente en esta ciudad, podriamos afirmar que el costo promedio de construir una
residencia en Charleston, Carolina del Sur, estd entre $330,000 y $335,000. La pobla-
cién que se va a muestrear aqui también es finita, pero muy pequefia. Finalmente, con-
sideremos una méiquina despachadora de bebida gaseosa que estd diseflada para servir
en promedio 240 mililitros de bebida. Un ejecutivo de la empresa calcula la media de
40 bebidas servidas y obtiene X = 236 mililitros y, con base en este valor, decide que la
méquina estd sirviendo bebidas con un contenido promedio de 4 = 240 mililitros. Las
40 bebidas servidas representan una muestra de la poblacion infinita de posibles bebidas
que despachard esta maquina.

Inferencias sobre la poblacion a partir de informacion de la muestra

En cada uno de los ejemplos anteriores calculamos un estadistico de una muestra que se
selecciona de la poblacién, y con base en tales estadisticos hicimos varias afirmaciones
respecto a los valores de los pardmetros de la poblacién, que pueden ser o no ciertas.
El ejecutivo de la empresa decide que la maquina despachadora estd sirviendo bebidas
con un contenido promedio de 240 mililitros, aunque la media de la muestra fue de 236
mililitros, porque conoce la teoria del muestreo segun la cual, si 4 = 240 mililitros, tal
valor de la muestra podria ocurrir facilmente. De hecho, si realiza pruebas similares,
cada hora por ejemplo, esperaria que los valores del estadistico X fluctuaran por arriba y
por abajo de u = 240 mililitros. S6lo cuando el valor de X difiera considerablemente de
240 mililitros el ejecutivo de la empresa tomara medidas para ajustar la maquina.

Como un estadistico es una variable aleatoria que depende s6lo de la muestra obser-
vada, debe tener una distribucion de probabilidad.

Definicion 8.5: La distribucion de probabilidad de un estadistico se denomina distribucién muestral.
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La distribucion muestral de un estadistico depende de la distribucién de la pobla-
cion, del tamafio de las muestras y del método de seleccion de las muestras. En lo que
resta de este capitulo estudiaremos varias de las distribuciones muestrales mas impor-
tantes de los estadisticos que se utilizan con frecuencia. Las aplicaciones de tales distri-
buciones muestrales a problemas de inferencia estadistica se consideran en la mayoria
de los capitulos posteriores. La distribucion de probabilidad de X se llama distribucion
muestral de la media.

:Qué es la distribucién muestral de X ?

Se deberian considerar las distribuciones muestrales de Xy §? como los mecanismos a
partir de los cuales se puede hacer inferencias acerca de los parametros u y o2 La dis-
tribucién muestral de X con tamafio muestral 7 es la distribucién que resulta cuando un
experimento se lleva a cabo una y otra vez (siempre con una muestra de tamafio n) y
resultan los diversos valores de X . Por lo tanto, esta distribucién muestral describe la
variabilidad de los promedios muestrales alrededor de la media de la poblacién u. En el
caso de la mdquina despachadora de bebidas, el conocer la distribucién muestral de Xle
permite al analista encontrar una discrepancia “tipica” entre un valor X observado y el
verdadero valor de u. Se aplica el mismo principio en el caso de la distribucion de S2. La
distribucion muestral produce informacion acerca de la variabilidad de los valores de s>
alrededor de 02 en experimentos que se repiten.

8.4 Distribucion muestral de medias y el teorema
del limite central

La primera distribucién muestral importante a considerar es la de la media X. Suponga
que de una poblacién normal con media x4 y varianza o se toma una muestra aleatoria
de n observaciones. Cada observacion X, i= 1, 2,..., n, de la muestra aleatoria ten-
dré entonces la misma distribucién normal que la poblacion de donde se tomd. Asi, por
la propiedad reproductiva de la distribucién normal que se estableci6 en el teorema 7.11,
concluimos que

_ 1
X =;(X1+X2+"'+Xn)

tiene una distribucion normal con media

. 1 o
g = —(p+p+-- +p) = py varianza oy =n_2(g2 +02+~~~+0'2)=7.

n

n términos n términos

Si tomamos muestras de una poblacion con distribucidon desconocida, ya sea finita
o infinita, la distribucién muestral de X atin serd aproximadamente normal con media u
y varianza o?*/n, siempre que el tamafio de la muestra sea grande. Este asombroso resul-
tado es una consecuencia inmediata del siguiente teorema, que se conoce como teorema
del limite central.
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El teorema del limite central

Teorema 8.2: Teorema del limite central: Si X es la media de una muestra aleatoria de tamafio n,

tomada de una poblacion con media u y varianza finita o2, entonces la forma limite de
la distribucién de

7=
——

a medida que n — oo, es la distribucién normal estdndar n(z; 0, 1).

La aproximacién normal para X por lo general serd buena si n > 30, siempre y
cuando la distribucion de la poblacién no sea muy asimétrica. Si n < 30, la aproxima-
cién serd buena so6lo si la poblacion no es muy diferente de una distribuciéon normal vy,
como antes se establecid, si se sabe que la poblacidn es normal, la distribucién muestral
de X seguird siendo una distribucién normal exacta, sin importar qué tan pequefio sea el
tamafio de las muestras.

El tamafio de la muestra n = 30 es un lineamiento para el teorema del limite central.
Sin embargo, como indica el planteamiento del teorema, la suposicion de normalidad en la
distribucién de X se vuelve mas precisa a medida que n se hace més grande. De hecho,
la figura 8.1 ilustra como funciona el teorema. La figura indica cémo la distribucién de
X se acerca mds a la normalidad a medida que aumenta n, empezando con la distribucion
claramente asimétrica de una observacion individual (n = 1). También ilustra que la
media de Xsigue siendo u para cualquier tamafio de la muestra y que la varianza de Xse
vuelve mds pequefia a medida que aumenta 7.

n grande (cerca de lo normal)

n =1 (poblacién)

n de pequeha a moderada

m
Figura 8.1: Ejemplo del teorema del limite central (distribucién de X para n = 1, n mo-
derada y n grande).

Ejemplo 8.4: | Una empresa de material eléctrico fabrica bombillas que tienen una duracidon que se

distribuye aproximadamente en forma normal, con media de 800 horas y desviacion es-
tandar de 40 horas. Calcule la probabilidad de que una muestra aleatoria de 16 bombillas
tenga una vida promedio de menos de 775 horas.

Solucion: La distribucién muestral de X serd aproximadamente normal, con u, = 800 y o, = 40/

16 = 10. La probabilidad que se desea es determinada por el drea de la region
sombreada de la figura 8.2.
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En lo que corresponde a X = 775, obtenemos que

Ox =10

775 800 X
Figura 8.2: Area para el ejemplo 8.4.
775 — 800
== = _25,
< 10
y, por lo tanto,
P(X < 775) = P(Z <—2.5) = 0.0062. 1

Inferencias sobre la media de la poblacion

Una aplicaciéon muy importante del teorema del limite central consiste en determinar
valores razonables de la media de la poblacién u. Temas como prueba de hipétesis,
estimacion, control de calidad y muchos otros utilizan el teorema del limite central. El
siguiente ejemplo ilustra como se utiliza el teorema del limite central con respecto a su
relacion con u, la media poblacional, aunque la aplicacién formal de los temas preceden-
tes se deja para capitulos posteriores.

En el siguiente estudio de caso proporcionamos un ejemplo en el que se hace una
inferencia utilizando la distribucion muestral de X . En este ejemplo sencillo se conocen
uy o. El teorema del limite central y el concepto general de las distribuciones muestrales
a menudo se utilizan para proporcionar evidencias acerca de algin aspecto importante de
una distribucién, por ejemplo uno de sus parametros. En el caso del teorema del limite
central el pardmetro que nos interesa es la media u. La inferencia que se hace acerca
de u puede adoptar una de varias formas. Con frecuencia el analista desea que los datos
(en la forma de x) respalden (o no) alguna conjetura predeterminada respecto al valor
de u. El uso de lo que sabemos sobre la distribucion de muestreo puede contribuir a
responder este tipo de pregunta. En el siguiente estudio de caso el concepto de prueba
de hipdtesis conduce a un objetivo formal que destacaremos en capitulos posteriores.

Estudio d¢ - ara automdoviles. Un importante proceso de fabricacion produce partes.de-eenr
ponentes cilin industria automotriz. Esimpestarte que el proceso produzca
partes que tengan un_didmetse~rrretT i s. El ingeniero implicado asume

www.FreeLibros.me


Franco
Línea

Franco
Línea


8.5 Distribucién muestral de S>

A\ (Pareceria ser un resultado razonable si los dos
Nempos promedio de secado de las dos poblacio-
neyrealmente son iguales? Utilice el resultado que
se obsuvo en el estudio de caso 8.2.

b) Sialgumsp hiciera el experimento 10,000 veces bajo
la condici®q de que i, = u,, ;en cudntos de esos
10,000 expetiuentos habria una diferencia X, — %,
tan grande com® 1.0 (o mds grande)?

8.32 Dos maquinas digrentes de llenado de cajas se
utilizan para llenar cajas dé\¢ereal en una linea de ensam-
ble. La medicién fundamenty] en la que influyen estas
maquinas es el peso del produdo en las cajas. Los in-
genieros estdn seguros de que lNyarianza en el peso
del producto es 0° = 1 onza. Se reaNzan experimentos
usando ambas maquinas con tamafios Wuestrales de 36
cada una. Los promedios muestrales paraNas maquinas
Ay Bsonkx, =4.5onzasy X, = 4.7 onzas. 8§ ingenie-
ros se sorprenden de que los dos promedios m¥gstrales
para las maquinas de llenado sean tan diferentes.

a) Utilice el teorema del limite central para determigar

P(Xp =X, =202)

bajo la condicion de que i, = u,.

b) (Los experimentos mencionados parecen, de cup-
quier forma, apoyar consistentemente la supoOsi-
cion de que las medias de poblacién de Jas dos
maquinas son diferentes? Explique util#Zando la
respuesta que encontré en el inciso a.

8.33 El benceno es una sustancia quj#fiica altamente
toxica para los seres humanos. Sin egibargo, se utiliza
en la fabricacién de medicamentog/de tintes y de recu-
brimientos, asi como en la pelegria. Las regulaciones
del gobierno establecen que e[f£ontenido de benceno en
el agua que resulte de cualgdier proceso de produccion
en el que participe esta syétancia no debe exceder 7950
partes por millén (ppnd). Para un proceso particular de
interés, un fabricantg/recolecté una muestra de agua 25
veces de manera pMeatoria y el promedio muestral x fue
de 7960 ppm. X partir de los datos histdricos, se sabe
que la desvig€ion estindar o es 100 ppm.

a) (Cud)fs la probabilidad de que el promedio mues-
tra)/en este experimento exceda el limite estable-
gfdo por el gobierno, si la media de la poblacién es
igual al 1imite? Ultilice el teorema del limite central.

b) (La X = 7960 observada en este experimento es
firme evidencia de que la media de la poblacién

8.5 Distribucién muestral de S2
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en este proceso excede el limite impuesto pg¥ el
gobierno? Responda calculando

P(X =7960 | u = 7950).

Suponga que la distribucién de la
de benceno es normal.

gncentracion

8.34 En la fabricacién de cierto pydducto de acero se
estan utilizando dos aleaciones, 13/A y la B. Se necesita
disefiar un experimento para cgfparar las dos aleacio-
nes en términos de su capagddad de carga médxima en
toneladas, es decir, la capfidad méxima de carga que
pueden soportar sin romperse. Se sabe que las dos des-
viaciones estdndar defa capacidad de carga son iguales
a 5 toneladas cada gha. Se realiza un experimento en el
que se prueban }) especimenes de cada aleacién (A 'y
B) y se obtiengh los siguientes resultados:

Xa =495, xp =45.5;

Los fabficantes de la aleacion A estdn convencidos de
que g¢fta evidencia demuestra de forma concluyente que
U /o 1y, Y, por lo tanto, que su aleacién es mejor. Los
jbricantes de la aleacion B afirman que el experimento
cilmente podria haber resultado X, — %, = 4, incluso
st \s dos medias de poblacidn fueran iguales. En otras
palabgas, “jlos resultados no son concluyentes!”.
a) Emwuentre un argumento que ponga en evidencia
el erNyr de los fabricantes de la aleacién B. Para
ello caldyle

PNy — X5 >4 | pa =ps).

b) (Considera qusestos datos apoyan fuertemente a
la aleacién A?

Xa —xp = 4.

8.35 Considere la situd¢ion del ejemplo 8.4 de la
pagina 234. ;Los resultadojque se obtuvieron alli lo
llevan a cuestionar la premisa\de que 4 = 800 horas?
Proporcione un resultado probaRilistico que indique
qué tan raro es el evento X < 773%\¢cuando u = 800.
Por otro lado, ;qué tan raro seria si 4 Nera, verdadera-
mente, digamos, # 760 horas?

8.36 Sea X, X,..., X una muestra aleatOxa de una
distribucién que s6lo puede adoptar valores pagitivos.
Utilice el teorema del limite central para argiuen-
tar que si n es tan grande como se requiere, entonsgs
Y=X X,.. X tiene aproximadamente una distribucio
logaritmica normal.

En la seccién anterior aprendimos acerca de la distribucién muestral de X. El teorema del
limite central nos permiti6 utilizar el hecho de que

X —p

o/\/n
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Teorema 8.4:
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tiende a N(0, 1) a medida que crece el tamafio de la muestra. Las distribuciones mues-
trales de estadisticos importantes nos permiten conocer informacion sobre los pardme-
tros. Por lo general, los pardmetros son las contrapartes del estadistico en cuestion. Por
ejemplo, si un ingeniero se interesa en la resistencia media de la poblacion de cierto tipo
de resistencia, sacard provecho de la distribucién muestral de X una vez que redna la
informacién de la muestra. Por otro lado, si esta estudiando la variabilidad en la resis-
tencia, evidentemente utilizara la distribucién muestral de S? para conocer la contraparte
paramétrica, la varianza de la poblacién o>

Si se extrae una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién normal con media
w1y varianza 0%, y se calcula la varianza muestral, se obtiene un valor del estadistico S2.
Procederemos a considerar la distribucion del estadistico (n — 1)S?% o2

Mediante la suma y la resta de la media muestral Xes facil ver que

> Xi—w? =) I —X)+ X -l

i=1 i=1

=X =X +Y (X —wr+2(X - Y (X; —X)

i=1 i=1 i=1
= Z(X,- —X) +nX —p>.
i=1

Al dividir cada término de la igualdad entre o y sustituir (n — 1)S? por > (X, —X )2,
obtenemos i=1

RN ,  (n—=1S* (X —p)?
OTZZ(Xi—/J) =~ t o

i=1

Ahora, de acuerdo con el corolario 7.1 de la pagina 222, sabemos que

n

(X; —w?
>

i=1

es una variable aleatoria chi cuadrada con n grados de libertad. Tenemos una variable alea-
toria chi cuadrada con n grados de libertad dividida en dos componentes. Observe que en la
seccion 6.7 demostramos que una distribucion chi cuadrada es un caso especial de la distri-
bucion gamma. El segundo término del lado derecho es Z2, que es una variable aleatoria
chi cuadrada con 1 grado de libertad, y resulta que (n — 1)S*0? es una variable
aleatoria chi cuadrada con n — 1 grados de libertad. Formalizamos esto en el siguiente
teorema.

Si §? es la varianza de una muestra aleatoria de tamafo n que se toma de una poblacién
normal que tiene la varianza 0%, entonces el estadistico

,  @=DS? X, —X)?
X —T—ZT
i=1

tiene una distribucion chi cuadrada con v = n — 1 grados de libertad.
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Los valores de la variable aleatoria x> se calculan de cada muestra mediante
la férmula

), (n— 1)s?

o2

La probabilidad de que una muestra aleatoria produzca un valor x> mayor que algin
valor especifico es igual al drea bajo la curva a la derecha de este valor. El valor x* por
arriba del cual se encuentra un drea de v por lo general se representa con Xé. Esto se
ilustra mediante la region sombreada de la figura 8.7.

12

0 A

Figura 8.7: La distribucion chi cuadrada.

La tabla A.5 dalos valores de Xé para diversos valores de vy v. Las areas, ¢, son los
encabezados de las columnas; los grados de libertad, v, se dan en la columna izquierda,
y las entradas de la tabla son los valores Y. En consecuencia, el valor x* con 7 grados
de libertad, que deja un drea de 0.05 a la derecha, es X7 o5 = 14.067. Debido a la falta de
simetrfa, para encontrar X2 o5 = 2.167 para v = 7 también debemos usar las tablas.

Exactamente 95% de una distribucién chi cuadrada cae entre X475 ¥ X305 Un
valor x? que cae a la derecha de X%.ozs no tiene probabilidades de ocurrir, a menos que
el valor de o que supusimos sea demasiado pequeio. Lo mismo sucede con un valor x>
que cae a la izquierda de X%.975’ el cual tampoco es probable que ocurra, a menos que
el valor de o que supusimos sea demasiado grande. En otras palabras, es posible tener
un valor X a la izquierda de X3 475 0 a la derecha de X3 )5 cuando el valor de o es
correcto; pero si esto sucediera, lo mas probable es que el valor de 0> que se supuso sea
un error.

jemplo 8.7: | Un fabricante de baterfas para automovil garantiza que su producto durara, en promedi

. 2
26) — (15) =0.815.

oo B0815) _

3.26
1
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la media de la poblacién p, aunque podria ser que X esté mds cerca de (4 para un
tra dada y, por lo tanto, que X sea mas eficaz que X.

Estimacion por intervalo

Podria ser que ni el estimador insesgado mas eficaz estime con exactitud el parametro de
la poblacién. Es cierto que la exactitud de la estimacién aumenta cuando las muestras
son grandes; pero incluso asi no tenemos razones para esperar que una estimacién pun-
tual de una muestra dada sea exactamente igual al pardmetro de la poblacién que se
supone debe estimar. Hay muchas situaciones en que es preferible determinar un inter-
valo dentro del cual esperariamos encontrar el valor del pardmetro. Tal intervalo se co-
noce como estimacion por intervalo.

Una estimacion por intervalo de un pardmetro de la poblacién 6 es un intervalo de
la forma 0 < < 6, donde HL y 6 , dependen del valor del estadistico 6 para una mues-
tra espemﬁca y también de la dlStI'lbUCIOn de muestreo de ©. Por ejemplo, una muestra
aleatoria de calificaciones verbales de la prueba SAT para estudiantes universitarios de
primer afo produciria un intervalo de 530 a 550, dentro del cual esperamos encontrar el
promedio verdadero de todas las calificaciones verbales de la prueba SAT para ese gru-
po. Los valores de los puntos extremos, 530 y 550, dependeran de la media muestral
calculada % y de la distribucién de muestreo de X. A medida que aumenta el tamaiio de
la muestra, sabemos que 0)22 = 02/ n disminuye y, en consecuencia, cabe la posibilidad
de que nuestra estimacion se acerque mds al pardmetro u, lo cual daria como resultado
un intervalo mas corto. De esta manera, el intervalo de la estimacién indica, por su lon-
gitud, la precision de la estimacion puntual. Un ingeniero obtendrd informacién acerca
de la proporcién de la poblacion de articulos defectuosos tomando una muestra y cal-
culando la proporcion muestral defectuosa, sin embargo, una estimacién por intervalo
podria ser mds informativa.

Interpretacion de las estimaciones por intervalo
Como muestras distintas suelen producir valores diferentes de ® y, por lo tanto, valores
diferentes de 9L y 0 estos puntos extremos del intervalo son valores de las variables

aleatorias correspondlentes @ y @ De la distribucion muestral de © seremos
capaces de determinar © LY ©,,de manera que P (O, < 0 <0Oy) sea igual a cualquier
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A

valor positivo de una fraccién que queramos especificar. Si, por ejemplo, calculamos ©
.y ©,, tales que

P(@L <9<@U):1—(1/,

para 0 < a < 1, tenemos entonces una probabilidad de 1 — « de seleccionar una muestra
aleatoria que produzca un intervalo que contenga 6. El intervalo 6, < 6< 6,, que se
calcula a partir de la muestra seleccionada, se llama entonces intervalo de confianza del
100(1 = )%, la fraccion 1 — « se denomina coeficiente de confianza o grado de con-
fianza, y los extremos, éL y éU, se denominan limites de confianza inferior y superior.
Asi, cuando av = (.05, tenemos un intervalo de confianza del 95%, y cuando v = 0.01
obtenemos un intervalo de confianza mas amplio del 99%. Cuanto mas amplio sea
el intervalo de confianza, mds confiaremos en que contiene el pardmetro desconocido.
Desde luego, es mejor tener un 95% de confianza en que la vida promedio de cierto
transistor de un televisor estd entre los 6 y los 7 afios, que tener un 99% de confianza en
que esté entre los 3 y los 10 afios. De manera ideal, preferimos un intervalo corto con un
grado de confianza alto. Algunas veces las restricciones en el tamafio de nuestra muestra
nos impiden tener intervalos cortos sin sacrificar cierto grado de confianza.

En las siguientes secciones estudiaremos los conceptos de estimacion puntual y por
intervalos, y en cada seccion presentaremos un caso especial diferente. El lector deberia
notar que, aunque la estimacion puntual y por intervalos representan diferentes aproxi-
maciones para obtener informacién respecto a un pardmetro, estin relacionadas debido
a que los estimadores del intervalo de confianza se basan en estimadores puntuales. En
la siguiente seccién, por ejemplo, veremos que X es un estimador puntual de g muy
razonable. Como resultado, el importante estimador del intervalo de confianza de p
depende del conocimiento de la distribucién muestral de X.

Empezaremos la siguiente seccion con el caso mds sencillo de un intervalo de con-
fianza, en donde el escenario es simple pero poco realista. Nos interesa estimar una
media de la poblacion i1 cuando o todavia se desconoce. Evidentemente, si se desconoce
1 es muy improbable que se conozca o. Cualquier informacidn histérica que produzca
datos suficientes para permitir suponer que se conoce o probablemente habria producido
informacion similar acerca de . A pesar de este argumento iniciamos con este caso
porque los conceptos y los mecanismos resultantes asociados con la estimacion del
intervalo de confianza también estaran asociados con las situaciones mas realistas que
presentaremos mas adelante en la seccion 9.4 y las siguientes.

9.4 Una sola muestra: estimacion de la media

La distribucién muestral de X estd centrada en 4 y en la mayoria de las aplicaciones la
varianza es mds pequefia que la de cualesquiera otros estimadores de p. Por lo tanto, se
utilizard la media muestral X como una estimacion puntual para la media de la poblacién
. Recuerde que 0)22 = 0'2/ n, por lo que una muestra grande producird un valor de X
procedente de una distribucion muestral con varianza pequefia. Por consiguiente, es pro-
bable que X sea una estimacién muy precisa de © cuando n es grande.

Consideremos ahora la estimacion por intervalos de p. Si seleccionamos nuestra
muestra a partir de una poblacién normal o, a falta de ésta, si n es suficientemente gran-
de, podemos establecer un intervalo de confianza para @ considerando la distribucion
muestral de X.
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De acuerdo con el teorema del limite central, podemos esperar que la distribucion
muestral de X esté distribuida de forma aproximadamente normal con media Hg=KYy
desviacion estdndar oy = o/\/n . Al escribir 2,,, para el valor z por arriba del cual
encontramos una drea de /2 bajo la curva normal, en la figura 9.2 podemos ver que

P(—=zq/2 <Z <zqp2) =1-0¢,
donde

X —p

= S

En consecuencia,

P(- KXoB =l-a
Za/2 0_/\/’/—1 Zaf2 | = .

I
|
I
1—-a :
|
I
a/2 : a/2 5
~Za)2 0 Zy)2
Figura 9.2: P(—za/2 <Z< za/z) =1l-a

Si multiplicamos cada término en la desigualdad por oA/n y después restamos X de
cada término, y en seguida multiplicamos por — 1 (para invertir el sentido de las des-
igualdades), obtenemos

— o — (o)
P (X —Za/zﬁ <[J/<X +Za/2W) =1—-aqa.

Se selecciona una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacion cuya varianza o ? se
conoce y se calcula la media x para obtener el intervalo de confianza 100(1 — &)%. Es
importante enfatizar que recurrimos al teorema del limite central citado anteriormente.
Como resultado, es importante observar las condiciones para las aplicaciones que siguen.

Intervalo

de confianza
de p cuando se
conoce o’

Si X es la media de una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién de la que se co-
noce su varianza o, 1o que da un intervalo de confianza de 100(1 — a))% para (4 es

_ o _ o
X —Za/zﬁ <pu<Xx +Za/2W’

donde z,, ), €8 el valor z que deja una drea de o¢/2 a la derecha.

En el caso de muestras pequefias que se seleccionan de poblaciones no normales, no
podemos esperar que nuestro grado de confianza sea preciso. Sin embargo, para muestras
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9.4 Una sola muestra: estimacion de la media 271

de tamafio n > 30, en las que la forma de las distribuciones no esté muy sesgada, la teo-
ria de muestreo garantiza buenos resultados. . A

Queda claro que los valores de las variables aleatorias ©, y © , las cuales se defi-
nieron en la seccién 9.3, son los limites de confianza

A _ (o) A _ o
o :x—Za/QW y Oy =x +Za/2W.

Muestras diferentes produciran valores diferentes de x y, por lo tanto, produciran dife-
rentes estimaciones por intervalos del pardmetro (1, como se muestra en la figura 9.3. Los
puntos en el centro de cada intervalo indican la posicion de la estimacién puntual X para
cada muestra aleatoria. Observe que todos los intervalos tienen el mismo ancho, pues
esto depende sélo de la eleccion de z,, ,, Una vez que se determina ¥. Cuanto mas grande
sea el valor de z,, 1, que elijamos, mds anchos haremos todos los intervalos, y podremos
tener mds confianza en que la muestra particular que seleccionemos producird un inter-
valo que contenga el parametro desconocido . En general, para una eleccion de z,
100(1 — )% de los intervalos contendra pt.

/2

10 |- [ ] |
ol .
ol .- |
.
g 6} °
.
=
3| o
| o
| .- |
L :

Figura 9.3: Estimaciones por intervalos de p para muestras diferentes.

Ejemplo 9.2: | Se encuentra que la concentracion promedio de zinc que se obtiene en una muestra de

Solucion:

mediciones en 36 sitios diferentes de un rio es de 2.6 gramos por mililitro. Calcule los
intervalos de confianza del 95% y 99% para la concentracién media de zinc en el rio.
Suponga que la desviacién estdndar de la poblacion es de 0.3 gramos por mililitro.

La estimacion puntual de p es X = 2.6. El valor z que deja una drea de 0.025 a la derecha
y, por lo tanto, una area de 0.975 a la izquierda es z, ... = 1.96 (véase la tabla A.3). En
consecuencia, el intervalo de confianza del 95% es

0.025

0.3 0.3
2.6 —(1.96) <\/ﬁ> < p <26+ (1.96) <\/ﬁ>
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que se reduce a 2.50 < p < 2.70. Para calcular un intervalo de confianza del 99% encon-
tramos el valor z que deja una area de 0.005 a la derecha y de 0.995 a la izquierda. Por
lo tanto, usando la tabla A.3 nuevamente, z, .. = 2.575 y el intervalo de confianza de
99% es

0.005

2.6 —(2.575) <\0/_336) <@ <26+ (2.575) (\(}_316)’

o simplemente

2.47 < p < 2.73.

Ahora vemos que se requiere un intervalo mds grande para estimar (4 con un mayor gra-
do de confianza.

El intervalo de confianza del 100(1 — a)% ofrece un estimado de la precision de
nuestra estimacién puntual. Si p es realmente el valor central del intervalo, entonces X
estima p sin error. La mayoria de las veces, sin embargo, X no serd exactamente igual a
p 'y la estimacion puntual serd errénea. La magnitud de este error serd el valor absoluto
de la diferencia entre pt y X, de manera que podemos tener 100(1 — )% de confianza en
que esta diferencia no excederd a z,,,7~. Podemos ver esto ficilmente dibujando un
diagrama de un intervalo de confianza hipotético, como el de la figura 9.4.

x|
RS

X =ZapO NN X +2420 VA

Figura 9.4: Error en la estimacién de p mediante X.

Teorema 9.1:  Si utilizamos X como una estimacion de p, podemos tener 100(1 — a)% de confianza en
que el error no excederd a Z, ) 7.

En el ejemplo 9.2 tenemos una confianza del 95% en que la media muestral X = 2.6
difiere de la media verdadera 1 en una cantidad menor que (1.96)(0.3)/ V36 =0.1 vy 99%
de confianza en que la diferencia es menor que (2.575)(0.3) /\/3_ =0.13.

Con frecuencia queremos saber qué tan grande necesita ser una muestra para poder
estar seguros de que el error al estimar p serd menor que una cantidad especifica e. Por
medio del teorema 9.1 debemos elegir n de manera que z,,,7%= = e. Al resolver esta
ecuacion obtenemos la siguiente férmula para n.

Teorema 9.2: Si usamos X como una estimacioén de i, podemos tener 100(1 — a)% de confianza en
que el error no excedera a una cantidad especifica e cuando el tamafio de la muestra sea

n = (E2)
e

Cuando resolvemos para la muestra con tamaiio »n, redondeamos todos los valores
decimales al siguiente nimero entero. Si seguimos este principio, podemos estar segu-
ros de que nuestro grado de confianza nunca caerd por debajo del 100(1 — a)%.

www.FreeLibros.me
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9.63 Se llevard a cabo un estudio para estimar el por-
odqtaje de ciudadanos de una ciudad que estdn a favor de
teneNygua fluorada. ;Qué tan grande deberia ser la mues-
tra si segsea tener al menos 95% de confianza en que el
estimado eM¢ dentro del 1% del porcentaje verdadero?

9.64 Se reali>qrd un estudio para estimar la propor-
cion de residentes™g cierta ciudad y sus suburbios que
estd a favor de que s&\gonstruya una planta de energia
nuclear cerca de la ciuda¥;,Qué tan grande deberia ser
la muestra, si se desea teneiN\gl menos un 95% de con-
fianza en que el estimado esté dsgtro del 0.04 de la ver-
dadera proporcion de residentes Qque estan a favor de
que se construya la planta de energia Wclear?

9.65 A cierto genetista le interesa deter™jnar la pro-
porcién de hombres y mujeres de la poblacidg que pa-
decen cierto trastorno sanguineo menor. una
muestra aleatoria de 1000 hombres encuentra que 20
lo padecen; mientras que de 1000 mujeres examinagas,
275 parecen padecerlo. Calcule un intervalo dgZcon-
fianza del 95% para la diferencia entre la propefcion de
hombres y mujeres que padecen el trastorne’sanguineo.

9.66 Se encuestan 10 escuelas de ing€nieria de Esta-
dos Unidos. La muestra contiene a 250 ingenieros eléc-
tricos, de los cuales 80 son mygéres; y 175 ingenieros
quimicos, de los cuales 40 sgh mujeres. Calcule un in-
tervalo de confianza del 9% para la diferencia entre la
proporcién de mujeregn estos dos campos de la inge-
nieria. ;Hay una g#ferencia significativa entre las dos
proporciones?

9.67 Se 1Jg46 a cabo una prueba clinica para determi-
nar si cigfto tipo de vacuna tiene un efecto sobre la in-
cidepdia de cierta enfermedad. Una muestra de 1000
rag#as, 500 de las cuales recibieron la vacuna, se mantu-
vo en un ambiente controlado durante un periodo de un

9.12

303

afio. En el grupo que no fue vacunado, 120 ratas prgg€n-
taron la enfermedad, mientras que en el grupo jabcula-
do 98 ratas la contrajeron. Si p es la probghilidad de
incidencia de la enfermedad en las ratas gl vacunay p,
es la probabilidad de incidencia en lagfatas inoculadas,
calcule un intervalo de confianza gef 90% para p, —p,.

9.68 En el estudio Germingfion and Emergence of
Broccoli, realizado por el Départamento de horticultura
del Virginia Tech, un ig¥€stigador encontré que a 5°C,
de 20 semillas de brg€oli germinaron 10; en tanto que a
15°C, de 20 semyMas germinaron 15. Calcule un inter-
valo de configiza del 95% para la diferencia en la pro-
porcién ¢¢ semillas que germinaron a las dos
temperpiras y decida si esta diferencia es significativa.

9.69° Una encuesta de 1000 estudiantes revelé que

4 eligen al equipo profesional de beisbol A como su
equipo favorito. En 1991 se realiz6 una encuesta simi-
lar con 760 estudiantes y 240 de ellos también eligieron
ANgse equipo como su favorito. Calcule un intervalo de
confanza del 95% para la diferencia entre la propor-
cion di\gstudiantes que favorecen al equipo A en las
dos encuedgs. (Hay una diferencia significativa?

9.70 De acuexdo con el USA Today (17 de marzo de
1997), las mujerésconstituian el 33.7% del personal
de redaccion en las s{aciones locales de television en
1990 y el 36.2% en 19Q4. Suponga que en 1990 y
en 1994 se contrataron 20™uevos empleados para el
personal de redaccion.

a) Estime el nimero de trabajaddges que habrian sido
mujeres en 1990 y en 1994, respd¢tivamente.

b) Calcule un intervalo de confianza™gl 95% para
saber si hay evidencia de que la proporé¥Qn de mu-
jeres contratadas para el equipo de redactyn fue
mayor en 1994 que en 1990.

Una sola muestra: estimacion de la varianza

Si extraemos una muestra de tamaifio n de una poblacién normal con varianza o y cal-
culamos la varianza muestral s%, obtenemos un valor del estadistico S2. Esta varianza
muestral calculada se utiliza como una estimacion puntual de o2 En consecuencia, al
estadistico S?se le denomina estimador de o>

Se puede establecer una estimacién por intervalos de o2 utilizando el estadistico

X2

(n — 1)S?
= 0_—2_

De acuerdo con el teorema 8.4, cuando las muestras se toman de una poblacién normal
el estadistico X?tiene una distribucién chi cuadrada con n — 1 grados de libertad. Pode-

mos escribir (véase la figura 9.7)

P(Xlz—a/Z <X’ < Xf/z) =l-aq
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al/? a/2 5
2 2
0 Xi_ay2 Xay2

Figura 9.7: P(Xf_a/2< x’< va/z) =l-o.

donde X %—a/z y Xé/z son valores de la distribucién chi cuadrada con n — 1 grados de
libertad, que dejan dreas de 1 — /2 y /2, respectivamente, a la derecha. Al sustituir
para X?escribimos

(n —1)8?
P |:X12—a/2 ST <X2a/2 =l-a

Si dividimos cada término de la desigualdad entre (n — 1)S?, y después invertimos cada
término (lo que cambia el sentido de las desigualdades), obtenemos

_ <2 Q2
(n— DS <02<—(n 1)S]:I—oz.

P
X(Zl/z X%—a/Z

Para una muestra aleatoria de tamafio n, tomada de una poblacién normal, se calcula la va-
rianza muestral s’y se obtiene el siguiente intervalo de confianza del 100(1 — a)% para o>,

Intervalo de Si s®es la varianza de una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién normal, un
confianza para o* intervalo de confianza del 100(1 — )% para o> es

(n —1)s? col< (n — 1)s?
Xzy/z X%—a/Z

donde Xé ny X1, /> son valores x* con v = n — 1 grados de libertad, que dejan dreas
de a/2y 1 —a/2, respectivamente, a la derecha.

’

Un intervalo de confianza aproximado a 100(1 — a)% para o se obtiene tomando la
raiz cuadrada de cada extremo del intervalo para 0.

Ejemplo 9.18: | Los siguientes son los pesos, en decagramos, de 10 paquetes de semillas de pasto distribui-
das por cierta empresa: 46.4, 46.1, 45.8, 47.0, 46.1. 45.9, 45.8, 46.9, 45.2 y 46.0. Calcule
un intervalo de confianza del 95% para la varianza de todos los pesos de este tipo de pa-
quetes de semillas de pasto distribuidos por la empresa. Suponga una poblacién normal.

Solucion: Primero calculamos . . )
ny x?— (Z xi>
2 _ _i=l i=1
nn—1)
_(10)(21,273.12) — (461.2)2
(10)(9)

= 0.286.
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Para obtener un intervalo de confianza del 95% elegimos v = 0.05. Después, usando la
tabla A.5 con v = 9 grados de libertad, encontramos y§ ,s = 19.023 y X975 = 2.700.
Por lo tanto, el intervalo de confianza del 95% para o* es

9)0.286)  , _ (9)(0.286)
19023 % <2700 °

o simplemente 0.135 < 0% < 0.953. o |

Dos muestras: estimacion de la proporcion
de dos varianzas

Una estimacién puntual de la proporcién de dos varianzas de la poblacién 0‘%/ 0'% es
dada por la proporcién s% / s% de las varianzas muestrales. En consecuencia, el estadistico
S% /83 se conoce como un estimador de o3/0°3.

Si oy o3 son las varianzas de poblaciones normales, podemos establecer una es-
timacién por intervalos de o3/0 3 usando el estadistico

De acuerdo con el teorema 8.8, la variable aleatoria F' tiene una distribucion F con v, =
n,—1yv,=n,—1 grados de libertad. Por lo tanto, podemos escribir (véase la figura 9.8)

Plfi—aj2(vi,v2) <F <fa2(vi,v2)]=1—-0q,

donde f, /Z(Vl, IV [, /Z(Vl, v,) son los valores de la distribucion F con v, y v, grados de
libertad, que dejan dreas de 1 — /2 y ar/2, respectivamente, a la derecha.

a/2 a/2
0 fi_ay2 fa/2

Figura9.8: P[f1_a/2(vi,v2) < F < fq2(vi,v2)] =1 —au
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Al sustituir para F, escribimos

2¢2

0587
[]01 a/2(vi,v2) <

252 < ﬁx/z(vl,vz)] =l-a

Si multiplicamos cada término de la desigualdad por S5 /52, y después invertimos cada
término, obtenemos

St 1 P St 1 }
Pl < I <5 |=1l—-q
|:S%fa/2(vlav2) 05 83 ficap(i,v)

Los resultados del teorema 8.7 nos permiten reemplazar la cantidad f, /2("1’ v,)por
1/f /2(v,» v)). Por lo tanto,

52 1 o _si }
P < 5 < S fo2(r2v) | =1-a
{S 2 fara ) 02 83 Jay2(v2,v1

Para cualesquiera dos muestras aleatorias independientes de tamafio n, y n, que se selec-
cionan de dos poblaciones normales, se calcula la proporcion de las varianzas muestrales
s7/s3y se obtiene el siguiente intervalo de confianza del 100(1 — )% para ol/al.

Intervalo de
confianza para

a1/ a3

Si 57 y 53 son las varianzas de muestras independientes de tamafio n, y n,respectiva-
mente, tomadas de poblaciones normales, entonces un intervalo de confianza del
100(1 — )% para 01/03 es

1 S

donde f (v, v,)esun valor fconv =n —1yv, =n,—1 grados de libertad que deja
una area de a/2 a la derecha, yfa/2 (vz, v ) es un Valorf51m11ar conv,=n,—lyv =n
— 1 grados de libertad.

Como vimos en la seccién 9.12, tomando la raiz cuadrada de cada extremo del in-
tervalo para 03/0 2, se obtiene un intervalo de confianza del 100(1 — )% para o,/0,

Ejemplo 9.19: |Enel ejemplo 9.12 de la pagina 290 se construy6 un intervalo de confianza para la dife-

Solucion:

rencia en el contenido medio de ortofdsforo de dos estaciones ubicadas sobre el rio
James, medido en miligramos por litro, suponiendo que las varianzas normales de la
poblacién son diferentes. Justifique esta suposicion construyendo intervalos de confianza
del 98% para 03/03y para o0,/0,, donde ot y o3 son las varianzas de la poblacién del
contenido de ortofésforo en la estacion 1 y en la estacion 2, respectivamente.

Del ejemplo 9.12 tenemos n, = 15, n, = 12, s, = 3.07 y 5, = 0.80. Para un intervalo de
confianza del 98%, @ = 0. 02 Al 1nterp01ar en la tabla A 6 encontramos f. . (14,11) =

0.01
4.30y f,,,(11,14) = 3.87. Por lo tanto, el intervalo de confianza del 98% para 0’2/0'2 es

3.07\ [ 1 o (307
<0.802> (4.30) NP <O.802> (3.87).
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que se simplifica a 3.425 <=

307

‘ < 56.991. Al calcular las raices cuadradas de los limites

de confianza encontramos que un intervalo de confianza del 98% para o,/0, es

1.851 < — < 7.549.

(o]

Como este intervalo no permlte la posibilidad de que o,/0, sea igual a 1, es correcto
suponer que 0, # 0, 0 o1 #+ o3 en el ejemplo 9.12. A

Ejercicios

AJ1 Un fabricante de baterias para automdvil afirma
queNgus baterias durardn, en promedio, 3 afios con una
varianxa de 1 afio. Suponga que 5 de estas baterias tie-
nen durdgiones de 1.9, 2.4, 3.0, 3.5 y 4.2 afios y con
base en esd construya un intervalo de confianza del
95% para o> Nespués decida si la afirmacion del fabri-
cante de que 0°\¢ 1 es vdlida. Suponga que la pobla-
cion de duracioney de las baterias se distribuye de
forma aproximadameRte normal.

9.72 Una muestra aleatgria de 20 estudiantes obtuvo
una media de X = 72 y und\yarianza de s*= 16 en un
examen universitario de coldgacién en matemadticas.
Suponga que las calificaciones 9% distribuyen normal-
mente y con base en esto construya W intervalo de con-
fianza del 98% para o2,

9.73 Construya un intervalo de confianza del 95%
para o’en el ejercicio 9.9 de la pagina 283.

9.74 Construya un intervalo de confianza d® 99%
para o?en el ejercicio 9.11 de la pagina 283.

9.75 Construya un intervalo de confianza del 99%
para o en el ejercicio 9.12 de la pagina 283.

9.76 Construya un intervalo de confianza del 90%
para o en el ejercicio 9.13 de la pagina 283.

9.77 Construya un intervalo de confianza g€l 98%
para 0,/0, en el ejercicio 9.42 de la p4gina 295, donde
0, y 0, son, respectivamente, las desviacybnes estdndar
para las distancias recorridas por litrg/de combustible
de los camiones compactos Volkswagen y Toyota.

9.78 Construya un intervalofe confianza del 90%
para 0}/03en el ejercicio /43 de la paglna 295. (Se
justifica que supongamog/que 0'1 + 0‘2 cuando cons-
truimos nuestro intervgdo de confianza para pi, — f1,?

9.79 Construya An intervalo de confianza del 90%
para 01/ 3 enfl ejercicio 9.46 de la pagina 295. ; De-
beriamos sygoner que 0% = 0'% cuando construimos
nuestro ip#rvalo de confianza para p, — 1,,?

9.80/ Construya un intervalo de confianza del 95%
pae a‘j /0’13 en el ejercicio 9.49 de la pagina 295.

endria que utilizar la suposicién de la igualdad de la
varianza?

9.14 Estimacion de la maxinga verosimiltud (opcional)

A menudo los estipfadores de parametros han thpido que recurrir a la intuicion. El esti-

mador X ciertarnpénte parece razonable como esti
como estimador de o2 se destaca en eNgstudio de estimadores insesgados
9.3. El estimador para un pardmetro binowial p es simplemente una pro-

La virtud de
de la seccig

Qdor de una media de la poblacion .

porcionde la muestra que, desde luego, es un promedio y¥gcurre al sentido comun. Sin
embgrbo, hay muchas situaciones en las que no es del todo &idente cudl deberia ser el
esmador adecuado. Como resultado, el estudiante de estadfgtica tiene mucho que
#prender respecto a las diferentes filosofias que producen distintox métodos de estima-
cion. En esta seccion estudiaremos el método de maxima verosimiliud.

La estimacion por maxima verosimilitud representa uno de los meddos de estima-

cién mas importantes en toda la estadistica inferencial. No explicaremos s

método de

manera detallada; mas bien, intentaremos transmitir la filosofia de la maxima\verosimi-
litud e ilustrarla con ejemplos que la relacionan con otros problemas de estimadNon que

se examinan en este capitulo.
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x, = 3047,s, = 1.57 y s, = 1.74. Suponga que los
datos de cada bateria se distribuyen normalmente y que

o, =0,
a) Calcule un intervalo de confianza del 95% para
l”’A - MB‘

b) Del inciso a) saque algunas conclusiones que le
ayuden a la empresa a decidir si deberia utilizar la
bateria A o la B.

9.49 Se considera usar dos marcas diferentes de pin-
tura vinilica. Se seleccionaron 15 especimenes de cada
tipo de pintura, para los cuales los tiempos de secado
en horas fueron los siguientes:

Pintura A | Pintura B
35 2739 4236 47 39 45 55 4.0
27 3352 4229 53 4360 52 3.7
44 5240 4.1 34 55 62 5.1 54 438

Capitulo 9 Problemas de estimacion de una y dos muestras

Suponga que el tiempo de secado se distribuye normal-
mente, con 0, = g,. Calcule un intervalo de confianza
del 95% de p, — p,, donde 1, y ft, son los tiempos me-
dios de secado.

9.50 A dos grupos de ratas diabéticas se les suminis-
tran dos niveles de dosis de insulina (alto y bajo) para
verificar la capacidad de fijacién de esta hormona. Se
obtuvieron los siguientes datos.

1.98

X = s1 = 0.51
X, = 1.30

s2 = 0.35

n1=8
I’l2:13

Dosis baja:
Dosis alta:

Suponga que las varianzas son iguales. Determine un
intervalo de confianza del 95% para la diferencia en la
capacidad promedio verdadera de fijacion de la insuli-
na entre las dos muestras.

9.10 Una sola muestra: estimacion de una proporcion

El estadistico P = X, /n, en donde X representa el nimero de éxitos en n ensayos, provee
un estimador puntual de la proporcién p en un experimento binomial. Por lo tanto, la
proporcién de la muestra p = x/n se utilizard como el estimador puntual del pardmetro p.

Si no se espera que la proporcién p desconocida esté demasiado cerca de 0 o de 1,
se puede establecer un intervalo de confianza para p considerando la distribucién mues-
tral de P. Si en cada ensayo binomial asignamos el valor 0 a un fracaso y el valor 1 a un
éxito, el ndmero de éxitos, x, se puede interpretar como la suma de n valores que consta
s6lo de ceros y unos, y p es sélo la media muestral de esos n valores. En consecuencia,
por el teorema del limite central, para n suficientemente grande P estd distribuida de

forma casi normal con media

pp =EP)

y varianza
2

o=~ =

P

Por lo tanto, podemos afirmar que

P(—zq/2 <Z <zZgq/2)=1—0,con Z =

» _Ox _npq _pq
UX/II_ —I’l_2_

I

sl
VN
3| X
N————

[l

I

N

~»
|
s

Vpa/n®

Y 2, €8 el valor por arriba del cual encontramos una drea de c¢/2 debajo de la curva
normal estdndar. Al sustituir para Z escribimos

P —Za/2 < il 4 <Zgn | = 1—o.
Vpa/n

Cuando n es grande se introduce un error muy pequefio sustituyendo el estimado puntual
p = x/n para la p debajo del signo de radical. Entonces podemos escribir

P (ﬁ —za/g\/% <p<18 +Za/2\/%> ~1l—-a.
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Por otro lado, al resolver para p en la desigualdad cuadratica anterior,

~

4
—Za/2 < P <Za/2>
Vrg/n

obtenemos otra forma del intervalo de confianza para p con los siguientes limites:

A 22 . 2
+ 52 4 ‘a2 pq | “ap
ng/Z Za/2 7 4n? "’
[T PR

Para una muestra aleatoria de tamafio n se calcula la proporcién muestral p = x/n'y se
pueden obtener los siguientes intervalos de confianza aproximados del 100(1 — )% para p.

Intervalos de
confianza para

p de una muestra
grande

Si p es la proporcion de éxitos en una muestra aleatoria de tamafion, y g = 1 — p, un
intervalo de confianza aproximado del 100(1 — «)% para el pardmetro binomial p se
obtiene por medio de (método 1)

. /1Pq R /Pq
P =2Zaj2\[ 7~ <p< Ptz P

o mediante (método 2)

Lz 2 < Zay 2
p+ 222 B Za/2 [E Zoz/2 p+ 2n2 Za/2 [1] Zoz/2

2} 22\ n + 4n? <P < an a2\ n 4n?’
1+ 22 1+ == 1+ == 1+

donde z,, 1,8 el valor z que deja una drea de /2 a la derecha.

Cuando n es pequefia y se cree que la proporcidn desconocida p se acercaaOo a1,
el procedimiento del intervalo de confianza que se establece aqui no es confiable y, por
lo tanto, no se deberia emplear. Para estar seguros se requiere que tanto np como ng sean
mayores que o iguales a 5. Los métodos para calcular un intervalo de confianza para el
parametro binomial p también se pueden aplicar cuando se esté utilizando la distribucién
binomial con el fin de aproximar la distribucién hipergeométrica; es decir, cuando n es
pequeiia respecto a N, como se ilustra en el ejemplo 9.14.

Observe que, aunque el método 2 produce resultados més precisos, su cdlculo es
mds complicado, y la ventaja en precision que brinda disminuye cuando el tamafio de la
muestra es lo suficientemente grande. Debido a esto en la practica es mds comun utilizar
el método 1.

Ejemplo 9.14: | En una muestra aleatoria de n = 500 familias que tienen televisores en la ciudad de Ha-

Solucion:

milton, Canadd, se encuentra que x = 340 estan suscritas a HBO. Calcule un intervalo
de confianza del 95% para la proporcion real de familias que tienen televisores en esta
ciudad y estdn suscritas a HBO.

La estimacion puntual de p es p = 340/500 = 0.68. Si usamos la tabla A.3, encontramos
que z,,,s = 1.96. Por lo tanto, si utilizamos el método 1, el intervalo de confianza del
95% para p es

(0.68)(0.32) (0.68)(0.32)
0.68 — 1961/ =~ < p <0.68 + 1.961/ ST

que se simplifica a 0.6391 < p < 0.7209.
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Teorema 9.3:

Capitulo 9 Problemas de estimacion de una y dos muestras

Si utilizamos el segundo método, obtenemos

1.96°
068+ s 196 [(0.68)0.32) =~ 196 oo o aos
I 7 (@)(500%) — T

que se simplifica a 0.6378 < p < 0.7194. Aparentemente, cuando n es grande (500 en
este caso) ambos métodos producen resultados muy similares.

Si p es el valor central de un intervalo de confianza del 100(1 — a)%, entonces
p estima p sin error. Sin embargo, la mayoria de las veces p no serd exactamente igual a p
y el estimado puntual serd erréneo. El tamafio de este error serd la diferencia positiva que
separa a p de p, y podemos tener una confianza del 100(1 — a)% de que tal diferencia no
excederd a 74/, +/pg/n. Si dibujamos un diagrama de un intervalo de confianza tipico,
como el de la figura 9.6, podemos ver esto facilmente. En este caso utilizamos el méto-
do 1 para estimar el error.

ﬁ _ZQ/Z\/B 3/!7 F/’\ P IS\ +Za/2\/l/3\ 6/’7
Figura 9.6: Error en la estimacion de p por medio de p.
Si p se utiliza como un estimado de p, podemos tener un 100(1 — @)% de confianza en

que el error no excederd a zq/2\/pg/n.

En el ejemplo 9.14 tenemos un 95% de confianza en que la proporcion de la muestra
p = 0.68 difiere de la verdadera proporcion p en una cantidad que no excede a 0.04.

Seleccion del tamano de la muestra

Teorema 9.4:

Determinemos ahora qué tan grande debe ser una muestra para poder estar seguros de
que el error al estimar p serd menor que una cantidad especifica e. Por medio del teore-
ma 9.3, debemos elegir una n tal que z,/,+/pg/n = e.

Si p se utiliza como un estimado de p, podemos tener un 100(1 — @)% de confianza en
que el error serd menor que una cantidad especifica e cuando el tamano de la muestra
sea aproximadamente
2 An
Za/2p q

e

El teorema 9.4 es algo engafoso, pues debemos utilizar p para determinar el tamafio
n de la muestra, pero p se calcula a partir de la muestra. Si se puede hacer una estimacién
burda de p sin tomar una muestra, se podria usar este valor para determinar n. A falta de
tal estimado, podriamos tomar una muestra preliminar de tamafo n = 30 para proporcio-
nar un estimado de p. Si utilizamos el teorema 9.4 podriamos determinar aproximada-
mente cudntas observaciones se necesitan para proporcionar el grado de precision
deseado. Observe que los valores fraccionarios de n se redondean al siguiente nimero
entero mayor.
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Ejemplo 9.15: | (Qué tan grande debe ser una muestra en el ejemplo 9.14 si queremos tener un 95% de
confianza en que la estimacion de p esté dentro de 0.02 del valor verdadero?

Solucion: Tratemos a las 500 familias como una muestra preliminar que proporciona una estima-
cién p = 0.68. Entonces, mediante el teorema 9.4,

_(1.96)%(0.68)(0.32)

0.02)2 = 2089.8 = 2090.

Por lo tanto, si basamos nuestra estimacién de p en una muestra aleatoria de tamafio
2090, podemos tener un 95% de confianza en que nuestra proporciéon muestral no dife-
rird de la proporcién verdadera en mas de 0.02. A1

Ocasionalmente serd poco prictico obtener una estimacién de p que se utilice para
determinar el tamafio muestral para un grado especifico de confianza. Si esto sucede, se
establece un limite superior para n al notar que pg = p(1 — p), que debe ser a lo sumo
1/4, yaque p debe caer entre 0y 1. Este hecho se verifica completando el cuadrado. Por
consiguiente,

2

1 1 1 1
AI_A:_AQ_Az__ A2 A YL (52
p —p) (P —p) 1 (p p+4> 1 (p 2>,

que siempre es menor que 1/4 excepto cuando p = 1/2 y entonces pg = 1/4. Por lo
tanto, si sustituimos p = 1/2 en la férmula para n del teorema 9.4, cuando, de hecho,
p difiere de 1/2, entonces n se agrandard mas de lo necesario para el grado de confianza
especifico y, como resultado, se incrementard nuestro grado de confianza.

Teorema 9.5:  Si utilizamos p como un estimado de p, podemos tener, al menos, un 100(1 — a)% de
confianza en que el error no excederd a una cantidad especifica e cuando el tamafo
de la muestra sea

2
_ Zoz/2

T 4e2

Ejemplo 9.16: | (Qué tan grande debe ser una muestra en el ejemplo 9.14 si queremos tener al menos
un 95% de confianza en que nuestra estimacion de p estd dentro de 0.02 del valor ver-
dadero?

Solucion: A diferencia del ejemplo 9.15, supondremos ahora que no se tomé una muestra prelimi-
nar para obtener una estimacién de p. En consecuencia, podemos tener al menos un 95%
de confianza en que nuestra proporcién de la muestra no diferird de la proporcion verda-
dera en mas de 0.02, si elegimos una muestra de tamafio

(1.96)2

Si comparamos los resultados de los ejemplos 9.15 y 9.16, vemos que la informa-
cién concerniente a p, proporcionada por una muestra preliminar, o quizds obtenida a
partir de la experiencia, nos permite elegir una muestra mas pequeia a la vez que man-
tenemos el grado de precision requerido. A
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Capitulo 10

Pruebas de hipotesis de una
y dos muestras

10.1 Hipdtesis estadisticas: conceptos generales

Definiciéon 10.1:

Como se expuso en el capitulo 9, a menudo el problema al que se enfrentan el cientifico
o el ingeniero no es tanto la estimacion de un pardmetro de la poblacidn, sino la for-
macién de un procedimiento de decision que se base en los datos y que pueda producir
una conclusion acerca de algiin sistema cientifico. Por ejemplo, un investigador médico
puede decidir con base en evidencia experimental si beber café incrementa el riesgo de
cédncer en los seres humanos; un ingeniero quizéd tenga que decidir con base en datos
muestrales si hay una diferencia entre la precision de un tipo de medidor y la de otro; o
tal vez un sociélogo desee reunir los datos apropiados que le permitan decidir si el tipo de
sangre y el color de ojos de un individuo son variables independientes. En cada uno
de estos casos el cientifico o el ingeniero postulan o conjeturan algo acerca de un sis-
tema. Ademas, cada uno debe utilizar datos experimentales y tomar decisiones basadas
en ellos. En cada caso la conjetura se puede expresar en forma de hipétesis estadistica.
Los procedimientos que conducen a la aceptacion o al rechazo de hipdtesis estadisticas
como éstas comprenden una drea importante de la inferencia estadistica. Empecemos
por definir con precision lo que entendemos por hipétesis estadistica.

Una hipétesis estadistica es una aseveracion o conjetura respecto a una o mas pobla-
ciones.

La verdad o falsedad de una hipétesis estadistica nunca se sabe con absoluta certeza,
a menos que se examine toda la poblacién, lo cual, por supuesto, seria poco practico en
la mayoria de las situaciones. En vez de eso se toma una muestra aleatoria de la pobla-
cioén de interés y se utilizan los datos contenidos en ella para proporcionar evidencia
que respalde o no la hipotesis. La evidencia de la muestra que es inconsistente con la
hipétesis planteada conduce al rechazo de la misma.

319
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El papel que desempeiia la probabilidad en la prueba de hipétesis

Deberia quedar claro al lector que un procedimiento de toma de decisiones debe implicar
la conciencia de la probabilidad de llegar a una conclusion erronea. Por ejemplo, su-
ponga que la hipdtesis que postulo el ingeniero es que la fraccion p de articulos defectuo-
sos en cierto proceso es 0.10. El experimento consiste en observar una muestra aleatoria
del producto en cuestion. Suponga que se prueban 100 articulos y que se encuentran 12
defectuosos. Es razonable concluir que esta evidencia no rechaza la condicién de que el
pardmetro binomial p = 0.10, por lo que puede provocar que no se rechace la hipdtesis.
Sin embargo, también puede provocar que no se refute p = 0.12, o quizd incluso p =
0.15. Como resultado, el lector se debe acostumbrar a la idea de que el rechazo de una
hipétesis implica que fue refutada por la evidencia de la muestra. En otras palabras,
el rechazo significa que existe una pequeiia probabilidad de obtener la informacion
muestral observada cuando, de hecho, la hipétesis es verdadera. Por ejemplo, en la
hipdtesis de la proporcidon de articulos defectuosos, una muestra de 100 articulos que
revela que hay 20 defectuosos es ciertamente evidencia para el rechazo. ;Por qué? Si
en realidad p = 0.10, la probabilidad de obtener 20 o mds articulos defectuosos es
aproximadamente de 0.002. Con el pequefio riesgo resultante de llegar a una conclusion
erronea pareceria seguro rechazar la hipétesis de que p = 0.10. En otras palabras, el
rechazo de una hipétesis tiende a casi “descartar” la hip6tesis. Por otro lado, es muy im-
portante enfatizar que la aceptacién o, mas bien, la falta de rechazo no descarta otras po-
sibilidades. Como resultado, el analista de datos establece una conclusion firme cuando
se rechaza una hipotesis.

En el planteamiento formal de una hip6tesis a menudo influye la estructura de la
probabilidad de una conclusién errénea. Si el cientifico estd interesado en apoyar firme-
mente un argumento, espera llegar a éste en la forma del rechazo de una hipdétesis. Si el
investigador médico desea mostrar evidencia s6lida a favor del argumento de que beber
café aumenta el riesgo de contraer céncer, la hipdtesis a probar deberia tener la forma
“el riesgo de desarrollar cdncer no aumenta como consecuencia de beber café”. Como
resultado, el argumento se obtiene mediante un rechazo. De manera similar, para apoyar
la afirmacién de que un tipo de medidores es mds preciso que otro, el ingeniero prueba la
hipétesis de que no hay diferencia en la precision de los dos tipos de medidores.

Lo anterior implica que cuando el analista de datos formaliza la evidencia experi-
mental con base en la prueba de hipétesis, es muy importante el planteamiento formal
de la hipétesis.

La hipdétesis nula y la hipédtesis alternativa

La estructura de la prueba de hipétesis se establece usando el término hipétesis nula, el
cual se refiere a cualquier hipétesis que se desea probar y se denota con H . El rechazo de
H, conduce a la aceptacién de una hipétesis alternativa, que se denota con H,. La com-
prension de las diferentes funciones que desempefian la hip6tesis nula (H,) y la hipétesis
alternativa (H,) es fundamental para entender los principios de la prueba de hipétesis.
La hipétesis alternativa H, por lo general representa la pregunta que se responderd o la
teoria que se probard, por lo que su especificacion es muy importante. La hipdtesis nula
H, anula o se opone a H, y a menudo es el complemento 16gico de H,. A medida que el
lector aprenda mds sobre la prueba de hipdtesis notard que el analista llega a una de las
siguientes dos conclusiones:
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rechazar H0 a favor de H . debido a evidencia suficiente en los datos o
no rechazar H0 debido a evidencia insuficiente en los datos.

Observe que las conclusiones no implican una “aceptacion de H;” formal y literal. La
aseveracion de H a menudo representa el “status quo” contrario a una nueva idea, conje-
tura, etcétera, enunciada en H ; en tanto que no rechazar H, representa la conclusion ade-
cuada. En nuestro ejemplo binomial la cuestion prictica podria ser el interés en que la
probabilidad histérica de articulos defectuosos de 0.10 ya no sea verdadera. De hecho,
la conjetura podria ser que p excede a 0.10. Entonces podriamos afirmar que

Hy: p =0.10,
Hi:p > 0.10.

Abhora, 12 articulos defectuosos de cada 100 no refutan p = 0.10, por lo que la conclu-
sion es “no rechazar HO”. Sin embargo, si los datos revelan 20 articulos defectuosos de
cada 100, la conclusion seria “rechazar HO” a favor de H Lp> 0.10.

Aunque las aplicaciones de la prueba de hipdtesis son muy abundantes en trabajos
cientificos y de ingenieria, quizds el mejor ejemplo para un principiante sea el dilema
que enfrenta el jurado en un juicio. Las hip6tesis nula y alternativa son

H;: el acusado es inocente,
H : el acusado es culpable.

La acusacion proviene de una sospecha de culpabilidad. La hipétesis H, (el status quo)
se establece en oposicion a H, y se mantiene a menos que se respalde H, con evidencia
“mads alld de una duda razonable”. Sin embargo, en este caso “no rechazar HO” no im-
plica inocencia, sino sélo que la evidencia fue insuficiente para lograr una condena. Por
lo tanto, el jurado no necesariamente acepta H, sino que no rechaza H,,.

10.2 Prueba de una hipétesis estadistica

Para ilustrar los conceptos que se utilizan al probar una hipétesis estadistica acerca de
una poblacion considere el siguiente ejemplo. Se sabe que, después de un periodo de dos
aflos, cierto tipo de vacuna contra un virus que produce resfriado ya sélo es 25% eficaz.
Suponga que se eligen 20 personas al azar y se les aplica una vacuna nueva, un poco mas
costosa, para determinar si protege contra el mismo virus durante un periodo mas largo.
(En un estudio real de este tipo el nimero de participantes que reciben la nueva vacuna
podria ascender a varios miles. Aqui la muestra es de 20 s6lo porque lo tnico que se
busca es demostrar los pasos basicos para realizar una prueba estadistica). Si mds de 8
individuos de los que reciben la nueva vacuna superan el lapso de 2 afos sin contraer el
virus, la nueva vacuna se considerard superior a la que se usa en la actualidad. El requi-
sito de que el nimero exceda a 8 es algo arbitrario, aunque parece razonable, ya que re-
presenta una mejoria modesta sobre las 5 personas que se esperaria recibieran proteccion
si fueran inoculadas con la vacuna que actualmente esta en uso. En esencia probamos la
hipétesis nula de que la nueva vacuna es igual de eficaz después de un periodo de 2 afios
que la que se utiliza en la actualidad. La hipdtesis alternativa es que la nueva vacuna es
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mejor, y esto equivale a poner a prueba la hipétesis de que el pardmetro binomial para la
probabilidad de un éxito en un ensayo dado es p = V4, contra la alternativa de que p > Y.
Esto por lo general se escribe como se indica a continuacion:

Hyp =025,
H;:p>025.

El estadistico de prueba

El estadistico de prueba en el cual se basa nuestra decision es X, el nimero de indivi-
duos en nuestro grupo de prueba que reciben proteccion de la nueva vacuna durante un
periodo de al menos 2 afios. Los valores posibles de X, de 0 a 20, se dividen en dos gru-
pos: los nimeros menores o iguales que 8 y aquellos mayores que 8. Todos los posibles
valores mayores que 8 constituyen la region critica. El tltimo nimero que observamos
al pasar a la region critica se llama valor critico. En nuestro ejemplo el valor critico es
el nimero 8. Por lo tanto, si x > 8, rechazamos H a favor de la hipdtesis alternativa H,.
Si x < 8, no rechazamos H, Este criterio de decision se ilustra en la figura 10.1.

No rechazar H, Rechazar Hy
(p = 0.25) (p > 0.25)

X
0123 456 7 8 91011121314151617 18 1920

Figura 10.1: Criterio de decision para probar p = 0.25 contra p > 0.25.

La probabilidad de un error tipo 1

Definicion 10.2:

Definicion 10.3:

El procedimiento de toma de decisiones recién descrito podria conducir a cualquiera de
dos conclusiones erréneas. Por ejemplo, es probable que la nueva vacuna no sea mejor
que la que se usa en la actualidad (H, verdadera) y, sin embargo, en este grupo especi-
fico de individuos seleccionados aleatoriamente mds de 8 pasan el periodo de 2 afios sin
contraer el virus. Si rechazdramos H a favor de H, cuando, de hecho, H es verdadera,
cometeriamos un error que se conoce como error tipo I.

El rechazo de la hipdtesis nula cuando es verdadera se denomina error tipo L.

Si 8 0o menos miembros del grupo superan exitosamente el periodo de 2 afos y no
concluimos que la nueva vacuna es mejor cuando en realidad si lo es (H, verdadera),
cometemos un segundo tipo de error, el de no rechazar la hipétesis H cuando en realidad
es falsa. A este error se le conoce como error tipo II.

No rechazar la hipétesis nula cuando es falsa se denomina error tipo I1.

Al probar cualquier hipétesis estadistica, hay cuatro situaciones posibles que deter-
minan si nuestra decision es correcta o erronea. Estas cuatro situaciones se resumen en
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la tabla 10.1.

Tabla 10.1: Situaciones posibles al probar una hipétesis estadistica.

Hges verdadera Hj es falsa
No rechazar H, | Decision correcta  Error tipo 11
Rechazar H | Error tipo [ Decisién correcta

La probabilidad de cometer un error tipo I, también llamada nivel de significancia,
se denota con la letra griega o. En nuestro ejemplo un error tipo I ocurriria si més de 8
individuos inoculados con la nueva vacuna superan el periodo de 2 afios sin contraer el
virus y los investigadores concluyen que la nueva vacuna es mejor, cuando en realidad
es igual a la vacuna que se utiliza en la actualidad. Por lo tanto, si X es el nimero de
individuos que permanecen sin contraer el virus por al menos dos afos,

20
1 1
=P tipol) =P X > 8 dop=-) = b x;20, -
o (error tipo I) < > 8 cuando p 4> xz::g (x, ,4>
i 1
=1- b(x;20,-) =1-0.9591 = 0.0409.
> (w20 5)

Decimos que la hipétesis nula, p = 1/4, se prueba al nivel de significancia o = 0.0409.
En ocasiones el nivel de significancia se conoce como tamaiio de la prueba. Una region
critica de tamafio 0.0409 es muy pequefia y, por lo tanto, es poco probable que se cometa
un error de tipo I. En consecuencia, seria poco probable que méas de 8 individuos perma-
necieran inmunes a un virus durante 2 afios utilizando una vacuna nueva que en esencia
es equivalente a la que actualmente estd en el mercado.

La probabilidad de un error tipo II

La probabilidad de cometer un error tipo II, que se denota con 3, es imposible de calcu-
lar a menos que tengamos una hipétesis alternativa especifica. Si probamos la hipétesis
nula p = 1/4 contra la hipdtesis alternativa p = 1/2, entonces podremos calcular la pro-
babilidad de no rechazar H, cuando es falsa. Simplemente calculamos la probabilidad
de obtener 8 o menos en el grupo que supera el periodo de 2 afios cuando p = 1/2. En
este caso,

1
B = P (error tipo II) = P <X < 8cuando p = —)

2
i 1
= Zb(x;ZO, 5) =0.2517.
x=0

Se trata de una probabilidad elevada que indica un procedimiento de prueba en el cual es
muy probable que se rechace la nueva vacuna cuando, de hecho, es mejor a la que esta
actualmente en uso. De manera ideal, es preferible utilizar un procedimiento de prueba
con el cual haya pocas probabilidades de cometer el error tipo I y el error tipo II.

Es posible que el director del programa de prueba esté dispuesto a cometer un
error tipo II si la vacuna mas costosa no es significativamente mejor. De hecho, la tinica
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ocasion en la que desea evitar un error tipo Il es cuando el verdadero valor de p es de al
menos 0.7. Si p = 0.7, este procedimiento de prueba da

B = P(error tipo II) = P(X < 8 cuando p = 0.7)

8
— Z b(x; 20, 0.7) = 0.0051.

x=0

Con una probabilidad tan pequefia de cometer un error tipo II es muy improbable que
se rechace la nueva vacuna cuando tiene una efectividad de 70% después de un periodo
de 2 afios. A medida que la hipétesis alternativa se aproxima a la unidad, el valor de (3
tiende a disminuir hasta cero.

Kl papel que desempeiian o, 3y el tamaio de la muestra

Supongamos que el director del programa de prueba no esta dispuesto a cometer un errop
tipo I cuando la hipétesis alternativa p = 1/2 es verdadera, aun cuando se encuentre gue
la probabilidad de tal error es 3 = 0.2517. Siempre es posible reducir 3 aumentgddo el
tamafio de la region critica. Por ejemplo, considere lo que les sucede a los ydlores de
« y B cuando cambiamos nuestro valor critico a 7, de manera que todog/los valores

Qayores que 7 caigan en la region critica y aquellos menores o iguales gfie 7 caigan en
la tsgion de no rechazo. Asi, al probar p = 1/4 contra la hipdtesis ajgrnativa p = 1/2,
encon%amos que

20 7
1 1
= ;20,— ) =1— ;20,5 ) = 1,£0.8982 = 0.101
a _b(x 04> x§:0b<x 04> 0.8982 = 0.1018

xX=

~Z (0.1316.

| —

7
8= Zb(x;ZO,
x=0

Al adoptar un nuevo procd{imiento dg/toma de decisiones, reducimos la probabili-
dad de cometer un error tipo II a¥Qsta g€ aumentar la probabilidad de cometer un error
tipo I. Para un tamafio muestral fijo, $a disminucién en la probabilidad de un error por lo
general tendrd como resultado ugAncrelgento en la probabilidad del otro error. Por for-
tuna, la probabilidad de comgter ambos\tipos de errores se puede reducir aumen-
tando el tamafno de la my€stra. Considerd\gl mismo problema usando una muestra
aleatoria de 100 individyds. Si mds de 36 miem¥gos del grupo superan el periodo de 2
aflos, rechazamos la potesis nula de p = 1/4 y dsgptamos la hipétesis alternativa de
p > 1/4. El valor gAtico ahora es 36. Todos los valordg posibles mayores de 36 consti-
tuyen la region gfitica y todos los valores posibles menodgs o iguales que 36 caen en la
region de acggftacion.

Para determinar la probabilidad de cometer un error tipQ I debemos utilizar la
aproxipfacion a la curva normal con

1
L= np = (100) <Z> =2 y o=+/apg = /(100)(1/4)Nd) = 4.33.

Con respecto a la figura 10.2, necesitamos el drea bajo la curva normal aNa derecha

de x = 36.5. El valor z correspondiente es
_36.5-25

= 2.66.
4.33
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Capitulo 11

Regresion lineal simple
y correlacion

11.1 Introduccion a la regresion lineal

En la practica a menudo se requiere resolver problemas que implican conjuntos de varia-
bles de las cuales se sabe que tienen alguna relacion inherente entre si. Por ejemplo, en
una situacion industrial quiza se sepa que el contenido de alquitran en el flujo de salida
de un proceso quimico estd relacionado con la temperatura en la entrada. Podria ser de
interés desarrollar un método de prondstico, es decir, un procedimiento que permita es-
timar el contenido de alquitrdn para varios niveles de temperatura de entrada a partir de
informacion experimental. Desde luego, es muy probable que para muchos ejemplos
concretos en los que la temperatura de entrada sea la misma, por ejemplo 130°C, el con-
tenido de alquitran de salida no sea el mismo. Esto es muy similar a lo que ocurre cuando
se estudian varios automoviles con un motor del mismo volumen; no todos tienen el
mismo rendimiento de combustible. No todas las casas ubicadas en la misma zona
del pais, con la misma superficie de construccion, se venden al mismo precio. El conte-
nido de alquitran, el rendimiento del combustible (en millas por galén) y el precio de las
casas (en miles de d6lares) son variables dependientes naturales o respuestas en los tres
escenarios. La temperatura en la entrada, el volumen del motor (pies ctbicos) y los me-
tros cuadrados de superficie de construccion son, respectivamente, variables indepen-
dientes naturales o regresores. Una forma razonable de relacion entre la respuesta Y y
el regresor x es la relacion lineal,

Y =By + Bix,

en la que, por supuesto, 3, es la interseccion y 3, es la pendiente. Esta relacion se ilus-
tra en la figura 11.1.

Si la relacion es exacta y no contiene ninglin componente aleatorio o probabilistico,
entonces se trata de una relacion determinista entre dos variables cientificas. Sin embargo,
en los ejemplos que se mencionaron, asi como en muchos otros fendmenos cientificos y
de ingenieria, la relacidn no es determinista, es decir, una x dada no siempre produce el
mismo valor de Y. Como resultado, los problemas importantes en este caso son de natu-
raleza probabilistica, toda vez que la relacion anterior no puede considerarse exacta. El
concepto de analisis de regresion se refiere a encontrar la mejor relacion entre Yy x

389
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}ﬁo

X

Figura 11.1: Una relacion lineal; 3 : interseccién; 3,: pendiente.

cuantificando la fuerza de esa relacion, y empleando métodos que permitan predecir los
valores de la respuesta dados los valores del regresor x.

En muchas aplicaciones habrd méis de un regresor, es decir, mds de una variable
independiente que ayude a explicar a Y. Por ejemplo, si se tratara de explicar las razo-
nes para el precio de una casa, se esperaria que una de ellas fuera su antigiiedad, en cuyo
caso la estructura multiple de la regresion se podria escribir como

Y =0y +Bix1 + Baxa,

donde Y es el precio, x, son los metros cuadrados y x, es la antigiiedad de la casa en afios.
En el capitulo siguiente se estudiardn problemas con regresores multiples. El andlisis
resultante se denomina regresion maultiple; en tanto que el andlisis del caso con un solo
regresor recibe el nombre de regresion simple. En un segundo ejemplo de la regresién
multiple, un ingeniero quimico podria estar interesado en la cantidad de hidrégeno que
se ha perdido en las muestras de un metal especifico que se tiene almacenado. En este
caso habria dos entradas, X, el tiempo de almacenamiento en horas, y X, la temperatura
de almacenamiento en grados centigrados. De modo que la respuesta seria Y, la pérdida de
hidrégeno en partes por millon.

En este capitulo estudiaremos el tema de la regresion lineal simple, que trata el
caso de una sola variable regresora, en el que larelacion entre x y y es lineal. Para el caso
en el que hay mds de una variable regresora el lector debe consultar el capitulo 12. De-
notemos una muestra aleatoria de tamafo n mediante el conjunto {(x, y); i =1, 2,..., n}.
Si se tomaran muestras adicionales utilizando exactamente los mismos valores de x, se
esperaria que los valores de y variaran. Asi, el valor y. en el par ordenado (x, y) es el
valor de cierta variable aleatoria Y.

11.2 El modelo de regresion lineal simple (RLS)

Hemos limitado el uso del término anadlisis de regresion a los casos en los que las rela-
ciones entre las variables no son deterministas, es decir, no son exactas. En otras pala-
bras, debe existir un componente aleatorio en la ecuacién que relaciona las variables.
Este componente aleatorio toma en cuenta consideraciones que no son medibles o, de
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hecho, que los cientificos o los ingenieros no comprenden. En realidad, en la mayoria
de aplicaciones de la regresion, la ecuacion lineal, digamos, Y = 3 + (3 x es una aproxi-
macién que representa de manera simplificada algo desconocido y mucho mas compli-
cado. Por ejemplo, en el caso que implica la respuesta Y = contenido de alquitran y x =
temperatura de entrada es probable que ¥ = 3 + (3,x sea una aproximacién razonable
que podria funcionar dentro de un rango limitado de x. La mayoria de las veces los mo-
delos que son simplificaciones de estructuras mas complicadas y desconocidas son de
naturaleza lineal, es decir, lineales en los parametros 3,y 3, o, en el caso del modelo
que implica el precio, el tamafio y la antigiiedad de la casa, lineal en los parametros 3,
B3, y B,. Estas estructuras lineales son sencillas y de naturaleza empirica, por lo que se
denominan modelos empiricos.

Un andlisis de la relacién entre x y Y requiere el planteamiento de un modelo esta-
distico. Con frecuencia un estadistico utiliza un modelo como representaciéon de un
ideal que, en esencia, define cémo percibimos que el sistema en cuestion generd los
datos. El modelo debe incluir al conjunto {(xi, yi); i=1,2,..,n} de datos que implica n
pares de valores (x, y). No debemos olvidar que el valor de y, depende de x, por medio de
una estructura lineal que también incluye el componente aleatorio. La base para el uso
de un modelo estadistico se relaciona con la manera en que la variable aleatoria Y cambia
con x y el componente aleatorio. El modelo también incluye lo que se asume acerca de
las propiedades estadisticas del componente aleatorio. A continuacién se presenta el
modelo estadistico para la regresion lineal simple. La respuesta Y se relaciona con la
variable independiente x a través de la ecuacion

Modelo de
regresion lineal
simple

Y =06y +Bix +e.

en la cual 8y B, son los pardmetros desconocidos de la interseccion y la pendiente,
respectivamente, y € es una variable aleatoria que se supone esta distribuida con E(e) = 0
y Var(e) = o0”. Es frecuente que a la cantidad o? se le denomine varianza del error o
varianza residual.

En el modelo anterior hay varias cuestiones evidentes. La cantidad Y es una variable
aleatoria, ya que € es aleatoria. El valor x de la variable regresora no es aleatorio y, de
hecho, se mide con un error despreciable. La cantidad €, que a menudo recibe el nombre
de error aleatorio o alteracion aleatoria, tiene varianza constante. Es comtn que a esta
parte se le denomine suposicion de varianza homogénea. La presencia de este error
aleatorio € evita que el modelo se convierta tan s6lo en una ecuacién determinista. Aho-
ra, el hecho de que E(€) = 0 implica que para una x especifica, los valores de y se distri-
buyen alrededor de la recta verdadera o recta de regresion de la poblacién y = 3, +
B,x. Si se elige bien el modelo, es decir, si no hay otros regresores de importancia y la
aproximacion lineal es buena dentro de los rangos de los datos, entonces son razonables
los errores positivos y negativos que rodean a la regresion verdadera. Debe recordarse
que en la prictica 3, y 3, se desconocen y que deben estimarse a partir de los datos.
Ademas, el modelo que se acaba de describir es de naturaleza conceptual. Como resul-
tado, en la practica nunca se observan los valores € reales, por lo que nunca se puede
trazar la verdadera recta de regresion, aunque suponemos que ahi estd. S6lo es posible
dibujar una recta estimada. En la figura 11.2 se ilustra la naturaleza de los datos (x, y)
hipotéticos dispersos alrededor de la verdadera recta de regresidon para un caso en que
sOlo se dispone de n = 5 observaciones. Debemos destacar que lo que observamos en la
figura 11.2 no es la recta que utilizan el cientifico o ingeniero. En vez de esa recta, jlo
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que describe la ilustracion es el significado de las suposiciones! Ahora describiremos la
regresion que el usuario tiene a su disposicion.

“Verdadera” recta de regresion

E(Y)=03,+ B x

X

Figura 11.2: Datos (x, y) hipotéticos dispersos alrededor de la verdadera recta de
regresion paran = 5.

La recta de regresion ajustada

Un aspecto importante del andlisis de regresion es, en términos sencillos, estimar los
pardmetros 3,y 3,, es decir, estimar los llamados coeficientes de regresion. En la sec-
cion siguiente se estudiard el método para estimarlos. Suponga que denotamos los esti-
mados b, para 3,y b, para 3,. Entonces, la recta de regresion ajustada, o estimada, es
dada por

Yy =bo+ bix,

donde y es el valor pronosticado o ajustado. Es evidente que la recta ajustada es un esti-
mado de la verdadera recta de regresion. Se espera que la recta ajustada esté mas cerca
de la verdadera linea de regresion cuando se dispone de una gran cantidad de datos. En
el ejemplo siguiente se ilustra la recta ajustada para un estudio sobre contaminacion
en la vida real.

Uno de los problemas mas desafiantes que enfrenta el campo del control de la con-
taminacion del agua lo representa la industria de la peleteria, ya que sus desechos son
quimicamente complejos; se caracterizan por valores elevados de la demanda de oxige-
no quimico, sélidos volatiles y otras medidas de contaminacién. Considere los datos
experimentales de la tabla 11.1, que se obtuvieron de 33 muestras de desechos tratados
quimicamente en un estudio realizado en Virginia Tech. Se registraron los valores de x,
la reduccion porcentual de los solidos totales, y de y, el porcentaje de disminucion de la
demanda de oxigeno quimico.

Los datos de la tabla 11.1 aparecen graficados en un diagrama de dispersion en la
figura 11.3. Al inspeccionar dicho diagrama se observa que los puntos se acercan mucho
a una linea recta, lo cual indica que la suposicién de linealidad entre las dos variables
parece ser razonable.
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Tabla 11.1: Medidas de la reduccion de los s6lidos y de la demanda de oxigeno quimico

Reduccion Reduccion de 1a demanda Reduccion Reduccion de la demanda
de solidos, x (%) de oxigeno, y (%) de solidos, x (%) de oxigeno, y (%)
3 5 36 34
7 11 37 36
11 21 38 38
15 16 39 37
18 16 39 36
27 28 39 45
29 27 40 39
30 25 41 41
30 35 42 40
31 30 42 44
31 40 43 37
32 32 44 44
33 34 45 46
33 32 46 46
34 34 47 49
36 37 50 51
36 38
y
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Figura 11.3: Diagrama de dispersion con rectas de regresion.

En el diagrama de dispersion de la figura 11.3 se ilustra la recta de regresion ajusta-
day una recta hipotética de regresion verdadera. Mas adelante, en la seccion 11.3, en la
cual estudiaremos el método de estimacidn, revisaremos este ejemplo.
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