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ETIMOLOGIA

La estadistica (la forma femenina del término
aleman Statistik, derivado a su vez del italiano
statista, «<hombre de Estado») es la disciplina que
estudia la variabilidad, asi como el proceso
aleatorio que la genera siguiendo las leyes de la
probabilidad. Cuando este conocimiento se aplica
a las ciencias facticas, el proceso de investigacion
requiere la recoleccion, organizacion, analisis,
interpretacion y presentacion de los datos.

Fuente: Wikipedia

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Nocliones |niclales

Experimento aleatorio:

Un experimento aleatorio (EA) es cualquier actividad, proceso
o fendmeno que puede repetirse indefinidamente, respetando
las mismas condiciones y producira un resultado dentro de un
conjunto de resultados conocido, aunque no se tenga la
certeza de cual de los resultados se obtendra.

Ejemplo:

Supongamos que definimos como EA, el hecho de lanzar un
dado de 6 caras. Si suponemos que el dado no esta cargado,
sabemos que el resultado sera el que corresponda al numero
de alguna de las 6 caras, pero no podemos saber qué numero
saldra en cada lanzamiento. Otro ejemplo podria ser efectuar
la medicion de alguna magnitud de temperatura en un
determinado tiempo y lugar, no sabemos qué valor arrojara
pero sera un numero dentro de los reales.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Nocliones |niclales

Espacio Muestral:

El conjunto de resultados posibles de un experimento aleatorio se
denomina Espacio Muestral (EM). Si bien no es posible saber qué
resultado del EM se obtendra como resultado, es seguro que el
resultado que se obtenga obtenido sera uno de los contenidos del
EM. Cada resultado elemental posible dentro de este espacio se
conoce como punto muestral. El EM se suele representar en
forma simbdlica con la letra E y graficamente como un rectangulo
opcionalmente puede contener una letra que lo referencia ya sea
una E ounaS.

Ejemplo:

Si se considera el ejemplo e EA de lanzar el dado de seis caras,
el conjunto de resultados puede representarse simbolicamente de
la siguiente forma:

E={1,2 34,5, 6}

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Nocliones |niclales

* Experimento aleatorio

* Espacio Muestral E

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Nocliones |niclales

Evento o0 suceso:

Se denomina Evento o Suceso a un conjunto de uno 0 mas
puntos del espacio muestral. Un evento suele definirse mediante
la asociacion de una letra mayulscula, que representara la
ocurrencia del mismo y podra expresarse tanto simbodlicamente
como en forma coloquial.

Ejemplo:

Continuando con ejemplo anterior, podemos pensar en el evento
gue implica que se obtenga un numero par con las siguientes
definiciones:

P: “El niumero obtenido es par” (Coloquial)

P ={2, 4, 6} (Simbdlica)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Nocliones |niclales

Representacion grafica

Para representar graficamente uno o mas eventos utilizaremos un
diagrama de Venn. Imaginaremos que cada circulo representa un
evento que contiene uno 0 mas puntos elementales del EM.

Ejemplo:

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Nociones Iniciales
* Eventos 0 Sucesos

* Relaciones

e Unidn

e Interseccion

 Complementarios

* Excluyentes

 Sistema Exhaustivo y Excluyente

* Dependencia

consultas: taulamet@unl.edu.ar



UNION E INTERSECCION

La union de dos eventos, representa la suma de los conjuntos de
puntos en el espacio muestral que contiene cada evento. De esta
forma, dados dos eventos denotados por A y B, el conjunto de
puntos que representa la union de dichos eventos, se puede
denominar como “la union de A con B” y contendra todos los
puntos del EM que se encuentren en A y/o en B. A su vez, se
podra expresar simbolicamente de la siguiente forma:

AUB

La intereseccion de dos eventos, representa el conjunto de los
puntos del espacio muestral que se encuentran contenidos en
ambos eventos. De esta forma, dados dos eventos denotados por
Ay B, el conjunto de puntos que representa la interseccion de
dichos eventos, se puede denominar la “interseccion de A con B”
y contendra todos los puntos del EM gue se encuentren en Ay en
B. A su vez, se podra expresar simbolicamente de la siguiente

forma: ANB

consultas: taulamet@unl.edu.ar



UNION

La representacion grafica de la union, se puede realizar pintando
los puntos incluidos en la misma, en el Diagrama de Venn.

A continuacion presentamos dos ejemplos, uno incluyendo dos
eventos que no tienen puntos en comun (Izquierda) y un ejemplo
gue incluye dos eventos que tienen puntos en comun (Derecha).

consultas: taulamet@unl.edu.ar



INTERSECCION

La representacion grafica de la interseccion, se puede realizar
pintando los puntos incluidos en la misma en el Diagrama de
Venn. A continuacion presentamos dos ejemplos, uno incluyendo
dos eventos que no tienen puntos en comun (lzquierda) y un
ejemplo que incluye dos eventos que tienen puntos en comun
(Derecha). En el gréafico de la izquierda podemos observar que la
intersecciobn no representa ningun punto en el EM.
Desarrollaremos ese caso a continuacion.

A BlI| A

B

consultas: taulamet@unl.edu.ar



EXCLUYENTES

Cuando dos eventos no tienen puntos en comun, la interseccion
de los mismos no incluye ningln punto en el espacio muestral,
Cuando eso sucede, se dice gque los eventos son Mutuamente
Excluyentes (ME) y su interseccion representa el conjunto vacio.
A continuacion les ofrecemos la representacion grafica y la
expresion simbolica que se corresponden a dos eventos A, B que
son mutuamente excluyentes.

A B

consultas: taulamet@unl.edu.ar



COMPLEMENTARIOS

Cuando un evento representa todos los puntos en el espacio
muestral que no se encuentran incluidos algun evento en
particular, se dice que dichos eventos son complementarios entre
si. De esta forma, dado un evento A, complemento de A,
representa todos los puntos del EM que no se encuentran en Ay
simboliza con una linea sobre el evento A. La union de eventos
complementarios configura todo el EM.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



COMPLEMENTARIOS

Cuando un evento representa todos los puntos en el espacio
muestral que no se encuentran incluidos algun evento en
particular, se dice que dichos eventos son complementarios entre
si. De esta forma, dado un evento A, complemento de A,
representa todos los puntos del EM que no se encuentran en Ay
simboliza con una linea sobre el evento A.

Excluyencia de eventos complementarios

Si dos eventos son complementarios, entonces seran
mutuamente excluyentes. Lo inverso no siempre puede
asegurarse y dependera de la unon de los mismos, tal como
mencionaremos a continuacion.

Complementariedad de de eventos ME

Si dos eventos son ME, seran ademas complementarios si y solo
Si son exhaustivos.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



COMPLEMENTARIOS

Unién de eventos complementarios

Cuando dos eventos son complementarios, la union de los
mismos incluye a todos los puntos del EM. Esto puede
expresarse simbolicamente de la siguiente forma:

AUA=F

Exhaustividad

Cuando la union de dos o mas eventos representa todos los
puntos del EM, se dice que dichos eventos conforman un sistema
exhaustivo o son exhaustivos.

Exhaustividad de eventos complementarios

Por todo lo anterior, se sabe que si dos eventos son
complementarios entre si, seran ademas exhaustivos. A su vez si
dos eventos son exhaustivos, podran ser o no complementarios.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



SISTEMA EXHAUSTIVO Y
EXCLUYENTE

Si se combinan algunas nociones anteriores, podemos definir un
sistema exhaustivo colectivo y excluyente de eventos, a un
conjunto de eventos que cumple dos condiciones:

Los eventos son excluyentes entre si, es decir gue no poseen
puntos en comun entre si.

La union de todos los eventos es exhaustiva, es decir que incluye
a todos los puntos del EM.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



SISTEMA EXHAUSTIVO Y
EXCLUYENTE

consultas: taulamet@unl.edu.ar



EVENTOS EXCLUYENTES

CASO: NO EXHAUSTIVO

A B

consultas: taulamet@unl.edu.ar



EVENTOS NO EXCLUYENTES

CASO: NO EXHAUSTIVO

A B

consultas: taulamet@unl.edu.ar



COMPLEMENTARIOS

A SU VEZ SON EXHAUSTIVOS

consultas: taulamet@unl.edu.ar



SISTEMA EXHAUSTIVO Y
EXCLUYENTE

A -

C

ANB=BNC=ANC=¢
AUBUC=FE

consultas: taulamet@unl.edu.ar



DEPENDENCIA

Se dice que dos eventos son dependientes, cuando Ila
ocurrencia de uno afecta o influye en la ocurrencia del otro. Si
por el contrario, la ocurrencia de un evento no influye en la
ocurrencia del otro, se dice que son eventos independientes.

Dependencia de eventos ME
Si dos eventos son ME, la ocurrencia de uno implicaria la
Imposibilidad de ocurrencia del otro, ya que al no tener puntos
en comun, seria imposible que sucedan a la vez. De esta
forma, dados dos eventos A, B que son ME entre si, entonces A
y B seran Dependientes. De manera similar, dos eventos
complementarios, son ademas excluyentes, por lo que también
seran dependientes.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Nocliones |niclales

* Probabilidad

* Subjetiva

* A priori
* A posteriori o frecuencial

e Contraria

* Conjunta

e Tota

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Nocliones |niclales

Probabilidad subjetiva

Las probabilidades subjetivas estan basadas en las creencias
de las personas que efectuan la estimacion de probabilidad. De
hecho, la probabilidad subjetiva se puede definir como la
probabilidad asignada a un evento por parte de un individuo,
basada en la evidencia que tenga disponible. (LEVIN, p.133)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



probabilidades:

Probabilidad de que manana salga el sol:

Siendo d: cantidad de dias en los que el sol ya ha salido.

Si nos situasemos en un universo en el cual el sol ya hubiera d vecesy
otorgasemos diferentes valores a d, podriamos obtener las siguientes

A: “Mafnana sadra el sol”
PA=(d+1)/(d+2)

d=0=>P=1/2=50%
d=1=>P=2/3~66%
d=2=>P=3/4="T5%
d=3=> P =4/5=80%
d=4=>P=5/6~ 83%
d=5=>P=06/7~ 8%
d=8=>P=9/10 = 90%

d=98 => P =99/100 = 99%

d =998 => P =999/1000 ~ 99.9%

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Probabilidad de que manana salga el sol:

Este planteo de Laplace nos permite pensar que en el caso inicial, tenemos
la misma probabilidad de que el sol salga, que del suceso complementario,
es decir, cuando d toma el valor 0, el evento Ay su complementario son

equiprobables.

A su vez, en la medida de que consideremos diferentes valores de d,
cuanto mayor es el valor de d, mas probable sera que el sol salga y la
probabilidad crecera hasta acercarse aproximadamente al 99,99%.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



PROBABILIDAD A PRIORI

La probabilidad “A priori”, también conocida como Probabilidad
Clasica, se basa en el supuesto de que todos los puntos del
EM tienen la misma probabilidad de ocurrir y en en ese
contexto considera el cociente de los casos favorables sobre
los casos posibles.

n: Cantidad de casos favorables al evento E.
N: Cantidad de casos posibles en el espacio muestral.*

*Los N casos posibles son igualmente probables.
“A Priori”: “Previo a” — No se realizd el experimento

consultas: taulamet@unl.edu.ar



PROBABILIDAD A PRIORI

Retomando el EA de lanzar un dado de seis caras y considerando
el evento que implica obtener un numero par, tendremos que
existen 6 casos posibles y 3 son favorables al evento planteado.

A : “El nimero obtenido es par”
P(A) = %
P(A) = 50%

Para calcular esta probabilidad, no hace falta realizar el EA de
lanzar el dado, puede calcularse antes realizar el lanzamiento
del dado.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



PROBABILIDAD A PRIORI

De manera analoga podriamos pensar un evento que represente
la posibilidad de que el numero sea el nimero 2:

B : “El numero obtenido es el 2”
P(B) = %
~ 17%

De esta forma consideramos que de los seis casos posibles
gue existen, solo uno de ellos es favorable a la posibilidad del
numero 2. De esta forma, la probabilidad de que salga el
ndmero dos es aproximadamente del 17% calculada mediante
la probabilidad “A Priori”.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



PROBABILIDAD A POSTERIORI

Este tipo de probabilidad, tambien llamada de Probabilidad
Frecuencial, se calcula cuando se decide no suponer que todos
los puntos del EM tienen la misma probabilidad de ocurrencia a
priori, y propone repetir el evento n veces y luego ponderar la
cantidad de veces gque se obtuvo el resultado buscado.

De esta forma si quisieramos saber cual es la probabilida de
gue salga el numero dos, podriamos lanzar el dado 100 veces,
tomar nota de cuantas veces ha salido y calcular la probabilidad
realizando el cociente de la cantidad de veces que ha salido
dividido 100. La teoria plantea que a mayor cantidad de
repeticiones, la probabilidad a posteriori se estabilizara y
convergira a una frecuencia relativa la probabilidad del suceso
estudiado.

Podemos asociar este tipo de probabilidad al ejemplo
presentado por Laplace sobre la probabilidad de que manana
salga el sol, que converge al 99,99% cuando d crece.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



PROBABILIDAD A POSTERIORI

Este tipo de probabilidad se calcula cuando se decide no
suponer que todos los puntos del EM tienen la misma
probabilidad de ocurrencia a priori, y propone repetir el evento n
veces Yy luego ponderar la cantidad de veces que se obtuvo el
resultado buscado.

nl
P(A) = lim —
n—oo N
nl: Cantidad de veces que sucedi6 el evento A.

n: Cantidad de veces que se repitio el experimento.

nl: es una frecuencia absoluta (casos favorables)
nl/n: es una frecuencia relativa (casos favorables en relacion
A la cantidad de repeticiones del experimento

“A Posteriori”; “Posterior a”

consultas: taulamet@unl.edu.ar



PROBABILIDAD CONTRARIA

Considerando el EM incluye todos los resultados posibles, su
probabilidad es del 100% (suceso seguro), la probabilidad
contraria a un evento se puede calcular restando Ila
probabilidad del EM a la probabilidad del evento. Es decir, dado

un evento A, la probabilidad contraria de A sera 1 menos la
probabilidad de A.

P(A) =1 - P(A)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



PROBABILIDAD CONJUNTA

La probabilidad conjunta refiere a la interseccion de dos o mas
eventos. De esta forma dados dos eventos A y B, la
probabilidad conjunta de Ay B, se relaciona con la probabilidad
de gue sucedan a la vez ambos eventos. Esta probabilidad
refiere a que el resultado del EA que ocurra, se corresponda
con un punto del EM que se encuentre incluido en el evento Ay
gue a la vez se encuentre incluido en el evento B.

En eventos excluyentes
Si eventos son ME, los eventos no tienen puntos en comun, por
lo tanto la interseccion es un suceso imposible y la probabilidad
conjunta sera nula.

En condiciones de independencia estadistica
Si dos eventos son independientes, la probabilidad conjunta de
los mismos se puede calcular como el producto de las
probabilidades de los eventos.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



PROBABILIDAD CONJUNTA

CASO: EVENTOS NO EXCLUYENTES
INDEPENDENCIA O INDEPENDENCIA

A B

A, B : Independientes <— P(AN B) = P(A) x P(B)
P(ANB)=P(A)x P(B) = A, B : Independientes
P(ANB)# P(A)« P(B) = A, B : Dependientes

consultas: taulamet@unl.edu.ar



PROBABILIDAD CONJUNTA

CASO: EVENTOS EXCLUYENTES
EXISTE DEPENDENCIA

A B

ANB=¢ = P(ANB)=0
P(ANnB)=0 = P(ANB)# P(A)x P(B)
A, B : Excluyentes =— A, B : Dependientes

consultas: taulamet@unl.edu.ar



PROBABILIDAD TOTAL

La probabilidad total refiere a la union de dos o mas eventos.
De esta forma dados dos eventos Ay B, |la probabilidad total de
Ay B, se relaciona con la probabilidad de la unién entre Ay B.

Es importante considerar que cada uno de los puntos del
espacio muestral incluidos en la probabilidad total, es decir en
la probabilidad de la unidon, deben ser considerados una sola
vez.

Esto implica que cuando el conjunto de los eventos que deben
considerarse son no excluyentes (es decir poseen puntos en
comun), éstos puntos, que representan la interseccion, deberan
contarse una sola vez. De esta forma, al considerar la
probabilidad entre dos eventos A, B que son no excluyentes, si
sumasemos P(A) + P(B), los puntos pertenecientes a ambos
eventos, habrian sido contados dos veces. Es por ello que
deberemos restar la probabilidad conjunta Ay B.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



PROBABILIDAD TOTAL

En base a lo anterior analizamos cada caso.

En eventos excluyentes

Si eventos son ME, los eventos no tienen puntos en comun y la
probabilidad total se obtiene sumando las probabilidades de los
eventos. Todos los puntos han sido considerados una sola vez
y por tanto no hace falta restar nada. Algo similar sucede
cuando los eventos son complementarios, aungque en este caso
la probabilidad total sera del 100%, ya que refiere a todo el EM.

En eventos no excluyentes

Cuando dos eventos son no excluyentes, tienen puntos en
comun y la probabilidad total no puede calcularse simplemente
sumando las probabilidades de los eventos, sino que debe
considerarse aquellos puntos que pertenecen a la interseccion
entre los eventos una sola vez. De esta forma, dados dos
eventos Ay B, no excluyentes, la probabilidad total de Ay B se
obtendra sumando las probabilidades de Ay B y restando a
dicha suma la probabilidad conjunta entre Ay B.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



PROBABILIDAD TOTAL

CASO: EVENTOS NO EXCLUYENTES

consultas: taulamet@unl.edu.ar



PROBABILIDAD TOTAL

CASO: EVENTOS EXCLUYENTES

P(AUuB)=P(A)+ P(B)— P(AN B)
A, B Excluyentes: — P(ANB) =0
A, B Excluyentes: — P(AUB) = P(A)+ P(B)

consultas: taulamet@unl.edu.ar
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¢, COmo pensar un ejercicio?

* Interpretar el enunciado
* Datos
* Identificar Eventos y Espacio Muestral.

* Interrogantes

* Planteo
* Resolucion

* Respuesta

consultas: taulamet@unl.edu.ar



El 60% de las presas de hormigon construidas
en el pais tienen vertederos frontales. El 70%
no estan conectadas a la Red Interconectada
Nacional (RIN), es decir, producen energia
solamente para uso regional. EI 10% de las
represas tienen vertederos frontales y estan
conectadas a la RIN.

a) Si se seleccionara una represa al azar,
¢cCual es la probabilidad de que la misma
tenga vertederos frontales o este conectada a
la RIN?

b) ¢El hecho de que una represa esté
conectada a la RIN es independiende de si
tiene o no vertederos frontales?

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Definir Eventos o Sucesos
F: “La presa tiene vertedero frontal”
C:. “La presa esta conectada a la RIN”

60% = P(?)
70% = P(?)
10% = P(?)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Definir Eventos o Sucesos
F: “La presa tiene vertedero frontal”
C:. “La presa esta conectada a la RIN”

60% ~ P(F) = 0,60
70% = P(?) - P(C)=1-0,70 = 0,30
10% = P(?) - P(FNC) = 0,10

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Interrogante

¢,Cual es la probabilidad de que la
misma tenga vertederos frontales o
este conectada a la RIN?
FoC - FUC
PFUC)=?

Probabilidad Total

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Planteo: Probabilidad Total

P(FUC)=P(F)+P(C)-P(FNC)

C

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Resolucion

P(F)+ P(C) —
= 0,60+ 0,30 — 0,10 = 0,80

P(FNC) =

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Interrogante

¢El hecho de que una represa este
conectada a la RIN es Iindependiente de
Si tiene o0 no vertederos frontales?

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Resolucion

,C : Independientes «<— P(FNC)=P(F)xP(C)
(F) = 0,60

(C)_l—O 70 = 0, 30

(F) * P(C) = 0,60%0,30 = 0,18
(

FNC)=0,10#0,18

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Respuestas

La probabilidad de que una presa tomada
al azar tenga vertederos frontales o esté
conectada a la RIN es del 80%.

El hecho de que una represa este
conectada a la RIN no es independiente
de si tiene o no vertederos frontales.

consultas: taulamet@unl.edu.ar
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Arbol de probabilidad:

Se trata de un diagrama que permite representar el espacio
muestral a partir de un conjunto de Eventos. El caso mas
sencillo podria ser el de dos eventos complementarios. De
esta forma, si se define un evento A, que representa un
conjunto de puntos en el espacio muestral, puede realizarse
un diagrama de dos ramas, de tal forma gque se asocie una
rama a la ocurrencia del evento A y otra, a la ocurrencia del
evento complementario a A. El diagrama permite incluir en la
representacion la probabilidad de ocurrencia de cada ramay la
suma de las probabilidades de todas las ramas debe ser 1. Por
ejemplo si el evento A, tiene una probabilidad de ocurrencia
del 40%, la representacion del EM podria realizarse mediante
el siguiente diagrama de arbol de probabilidad:

o

ww A

60%

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Sistema Exhaustivo y Excluyente y Arbol:

De manera similar al caso de los eventos complementarios, en
el arbol de probabilidad se podrian representar cualquier
conjunto de eventos gque fueran excluyentes entre si y que
conformasen un sistema exhaustivo. Por ejemplo, dados 3
eventos A, B y C que conformen dicho sistema, se podrian
generar los siguientes diagramas:

A

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Arbol de dos niveles:

Se puede realizar un arbol que posea mas de un nivel o
generacion de ramas, lo cual permitira representar otro tipo de
probabilidades. Por ejemplo, colocando en el primer nivel un
evento A 0 su complementario y en un segundo nivel un
evento B o su complementario. De esta forma, se pueden
expresar 4 combinaciones de Intersecciones. Tal como
abordaremos a continuacion, en el grafico siguiente, no es lo
mismo que suceda el evento B viniendo por el camino de la
rama A, que viniendo por el camino complementario:

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Probabilidad condicional:

Las probabilidades que se encuentran en el segundo nivel, se
corresponden con probabilidades que hacen referencia
determinados eventos, pero considerando el contexto de la
rama del nivel precedente. Por ejemplo, el diagrama que sigue
representa que la probabilidad de que suceda el evento A, en
el contexto del evento B es del 40%. Esta probabilidad recibe
el nombre de probabilidad condicional y se representa

simbolicamente como P(A/B) = 40%.
-

B\

consultas: taulamet@unl.edu.ar



PROBABILIDAD CONDICIONAL

Desde el punto de vista conceptual, la probabilidad condicional
de A dado B, no hace referencia a la probabilidad de que se
obtenga como resultado alguno de los puntos del EM incluidos
en A, sino mas bien alguno de los puntos incluidos en A,
dentro del universo de los puntos incluidos en el evento B. Es
decir, en vez de considerar la probabilidad A en el contexto del
espacio muestral, se considera la probabilidad de A en el
contexto del evento B, que es un recorte del EM.
Simbolicamente, la probabilidad condicional de A dado B, se
define con la siguiente expresion:

P(ANB
PAB:;(—m)
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A continuacion se presentan dos diagramas de Venn que sefalan
-en color azul-, al evento A, en dos contextos diferentes. En la
imagen de la izquierda, se considera gque no existe ningun

condicionante, a la derecha, en el contexto del evento B, los
unicos puntos de A que pueden considerarse, son aquellos que
estan ademas en incluidos en B.

Probabilidad de A en el Probabilidad de A, en el
espacio muestral. contexto del evento B.

A B

A B
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A partir de la formula de probabilidad la condicional siguiente:

A
P(A/B) =450

Se puede despejar la probabilidad conjunta, dando origen a la
expresion siguiente:

P(B).P(A/B) = P(AN B)

De manera equivalente a lo que puede obtenerse analiticamente,
se puede considerar el producto de las probabilidades de cada
rama del arbol, para obtener las probabilidades conjuntas:

P(B).P(A/B) =

consultas: taulamet@unl.edu.ar



De manera analoga, pueden agregarse en el arbol todas las
probabilidades complementarias y el producto de Ilas
probabilidades de <cada rama permitirda obtener las
probabilidades conjuntas para cada combinacion:

consultas: taulamet@unl.edu.ar



A partir de lo dicho anteriormente, ante un diagrama de arbol
como el que sigue,

20% A

W%

/GO%/B A
30%

A

%B/SWO/

0% A

se puede deducir que la probabilidad conjunta de B y A, se
puede calcular haciendo 0,60 x 0,20 = 0,12. Por otra parte si
se analizan las probabilidades de A en los diferentes
contextos, resulta evidente que la ocurrencia del evento B,
Influye reduciendo la probabilidad de que suceda A. De esta
forma se puede concluir que existe dependencia entre Ay B.
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Si A y B son eventos no excluyentes, la formula de la
probabilidad condicional se puede pensar como un cociente de
casos favorables sobre posibles. Los casos posibles, seran
naturalmente aquellos pertenecientes al evento que determina
el contexto, es decir P(B). Lo casos favorables seran todos
aquellos puntos que se encuentran en A en el contexto actual,
es decir aquellos puntos que se encuentran en la interseccion
entre Ay B.

P(A/B) = P(AN B)/P(B)

A

CASO: EVENTOS NO EXCLUYENTES
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Si A 'y B son eventos no excluyentes, pero ademas
independientes, la formula de la probabilidad condicional se
puede expresar reemplazando la probabilidad conjunta del
numerador por el producto de las probabilidades de los
eventos simples. De esta forma, como el evento B no influye
en el evento A porque son independientes, la probabilidad del
evento A en el contexto de B toma el mismo valor que en el
espacio muestral, es decir P(A).

A B

CASO: EVENTOS NO EXCLUYENTES
E INDEPENDIENTES

P(A/B)=P(ANB)/P(B)
A, B : Independientes — P(AN B) = P(A) x P(B)

—> P(A/B) = 24P = P(4A)
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PROBABILIDAD CONDICIONAL

Si Ay B son eventos excluyentes, la probabilidad conjunta es
cero por lo tanto la probabilidad condicional también se
anulara.

P(A/B)=P(ANB)/P(B)
A, B : Excluyentes =— P(ANB) =0
P(A/B) =0/P(B) =0 n

CASO: EVENTOS EXCLUYENTES
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PROBABILIDAD CONTRARIA

Las probabilidades de los eventos complementarios pueden
calcularse de la misma forma que en el espacio muestral
siempre que se respete el mismo condicionante. De esta
forma, en un mismo contexto, el complemento de un evento
posee una probabilidad igual a 1 menos la probabilidad del
evento complementado.

CASO: CONDICIONAL
P(A/B) =1 — P(A/B)
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Tal como se ha establecido, de la definicion de la probabilidad
condicional de A dado B, se puede despejar la probabilidad
conjunta, dando origen a la expresion siguiente:

P(AN B) = P(A/B).P(B)

A su vez, como la interseccion de Ay B es el mismo conjunto
de puntos en el espacio muestral que la interseccion de B y A,
puede plantearse la siguiente igualdad:

P(BN A) = P(B/A).P(A)

Con lo cual se tiene ademas que:

P(A/B).P(B) = P(B/A).P(A)

Como cierre de todo lo abordado en probabilidad, se presenta
a continuacion la generalizacion propuesta en el Teorema de
Bayes.
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TEOREMA DE BAYES

Dados un conjunto de eventos Ai, A, ..., As, que conforman un
sistema exhaustivo y excluyente de eventos -que se denominan
hipotesis-, la probabilidad de ocurrencia de alguno de estos
eventos, conociendo la ocurrencia de cualquier evento B
perteneciente al espacio muestral podra calcularse con Ia
siguiente expresion:

P(A;NB)
P(4;/B) = P2

A su vez, probabilidad total:

P(B)=P(AiNB)+ P(A;NB)+..+ P(A, N B)
Y por probabilidad condicional:

P(A;NB) = P(B/4;).P(4;)

Por lo que:

P(B/A;
P(Ai/B) = pla7a P P8 ) POAs o BT PO
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Proponemos pensar el teorema de Bayes, como una forma de
Integrar, relacionar y resumir todo lo que hemos visto en la
presente unidad.

A partir de las nociones iniciales podemos pensar en la particion
del espacio muestral en un conjunto hipotesis que forman un
sistema exhaustivo y excluyente de eventos.

A partir de las probabilidades de Laplace, pensar el cociente de lo
favorable a lo que nos interesa estudiar sobre lo posible.

Considerando la probabilidad condicional, proponer el cociente de
la probabilidad conjunta sobre la probabilidad del evento que
condiciona.

A partir de la combinacion de todo lo anterior, podremos pensar la
probabilidad condicional de cualquiera de las hipotesis dada la
ocurrencia de evento de interés, como la probabilidad conjunta
del evento en el contexto de la ocurrencia del mismo.

Presentamos a continuacion algunos diagramas, de Venn y de
Arbol que ilustran el Teorema de Bayes.
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Si el espacio muestral es particionado en un conjunto de hipoétesis
A1, A...., Ay, que son eventos que conforman un sistema
exhaustivo y excluyente, cualquier evento B de dicho EM, podra

conformarse como la unidon de las intersecciones de cada
hipotesis con dicho evento.

P(B)=PA NB)+ PA;NB)+..+ P(A,NB)
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P(B)=P(A1NB)+ P(A2NB)+..+ P(A,NB)
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¢, COmo pensar un ejercicio?

* Interpretar el enunciado
* Datos
* Identificar Eventos y Espacio Muestral.

* Interrogantes

* Planteo
* Resolucion

* Respuesta
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Tres empresas se presentan a una licitacion
para la construccidon de un puente.

Las probabilidades de que El1, E2 y E3
obtengan el contrato son 0.5, 0.3, y 0.2
respectivamente.

Se sabe ademas que si E1 es seleccionada,
subcontratara a A como ejecutor de obra con
probabilidad 0.8; si lo obtiene E2 Ia
seleccionara con probabilidad 0.4; y si lo
obtiene E3 lo hara con probabilidad 0.1.

SI se sabe que se ha subcontratado a la
empresa A, ¢Cual es la probabilidad de que
haya obtenido el contrato E2?
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Datos: Eventos y Probabilidades

E,: “E1 obtiene el contrato”
E.: “E2 obtiene el contrato”
E.: “E3 obtiene el contrato”
P(E,) = 50%
P(E,) = 30%
P(E,) = 20%
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Datos: Eventos y Probabilidades

“SI E, obtiene el contrato,

subcontratara a A con
probabilidad 0,8.”

A: “A es subcontratada”
P(A/E,) = 80%
P(A/E,)) = 40%
P(A/E,) = 10%

consultas: taulamet@unl.edu.ar



¢, Pregunta?

SiI se sabe gue se ha subcontratado a la
empresa A, ¢ Cual es la probabilidad de
gue haya obtenido el contrato E2?
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¢, Pregunta?

SiI se sabe gue se ha subcontratado a la
empresa A, ¢ Cual es la probabilidad de
gue haya obtenido el contrato E2?

P(E,/A) = ?

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Teorema de Bayes
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¢, Pregunta?

P(E,/A) = P(E,NA) / P(A)

P(A) = P(ANE,)) +P(ANE,) +P(ANE.,)
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¢, Pregunta?
P(E,/A) = P(E,NA) / P(A)

P(A) = P(ANE,) +P(ANE,) +P(ANE.)

P(A) = P(A/E,) * P(E,)+
P(AJE,) * P(E, )+
P(A/E) * P(E,) -

P(A) = 0,8*0,5 + 0,4*0,3 +0,1*0,2
0,40 + 0,12 + 0,02 = 54%

P(E,/A) = 0,12 / 0,54 = 22,22%
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Respuesta

SI se sabe que se ha subcontratado a la
empresa A, la probabilidad de que la empresa
gue la haya subcontratado sea E2 es del 22%.
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¢, COmo pensar un ejercicio?

* Interpretar el enunciado
* Datos
* Identificar Eventos y Espacio Muestral.

* Interrogantes

* Planteo
* Resolucion

* Respuesta
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Un test detecta la presencia de cierto tipo de
bacterias en el agua con probabilidad 0.9, en caso
de haberlas. Si no las hay, detecta la ausencia
con probabilidad de 0.8. Sabiendo que la
probabilidad de que una muestra de agua
contenga bacterias de ese tipo es 0.2, calcular las
probabilidades siguientes:

a) Realmente haya presencia de bacterias cuando
el test ha dado resultado positivo.

b) Realmente haya presencia de bacterias cuando
el test ha dado resultado negativo.

c) Haya bacterias y ademas el test de positivo.

d) O haya bacterias, o el test de positivo.
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Datos

Definir Eventos 0 Sucesos
H: “Hay bacterias en el agua’
T. “El test da positivo”
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Un test detecta la presencia de cierto tipo de
bacterias en el agua con probabilidad 0.9, en
caso de haberlas. Si no las hay, detecta la
ausencia con probabilidad de 0.8. Sabiendo que
la probabilidad de que una muestra de agua
contenga bacterias de ese tipo es 0.2, calcular la
probabilidad de...

H: “Hay bacterias en el agua”
T. “El test da positivo”

00% = P(?)
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Un test detecta la presencia de cierto tipo de
bacterias en el agua con probabilidad 0.9, en
caso de haberlas. Si no las hay, detecta la
ausencia con probabilidad de 0.8. Sabiendo que
la probabilidad de que una muestra de agua
contenga bacterias de ese tipo es 0.2, calcular la
probabilidad de...

H: “Hay bacterias en el agua”
T. “El test da positivo”

90% = P(T/H)
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Un test detecta la presencia de cierto tipo de
bacterias en el agua con probabilidad 0.9, en caso
de haberlas. Si no las hay, detecta la ausencia
con probabilidad de 0.8. Sabiendo que Ia
probabilidad de que una muestra de agua
contenga bacterias de ese tipo es 0.2, calcular la
probabilidad de que:

H: “Hay bacterias en el agua”
T. “El test da positivo”

30% = P(?)
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Un test detecta la presencia de cierto tipo de
bacterias en el agua con probabilidad 0.9, en caso
de haberlas. Si no las hay, detecta la ausencia
con probabilidad de 0.8. Sabiendo que Ia
probabilidad de que una muestra de agua
contenga bacterias de ese tipo es 0.2, calcular la
probabilidad de que:

H: “Hay bacterias en el agua”
T. “El test da positivo”

0% = P(T/H)
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Un test detecta la presencia de cierto tipo de
bacterias en el agua con probabilidad 0.9, en caso
de haberlas. Si no las hay, detecta la ausencia
con probabilidad de 0.8. Sabiendo que Ila
probabilidad de que una muestra de agua
contenga bacterias de ese tipo es 0.2, calcular
la probabilidad de que:

H: “Hay bacterias en el agua”
T. “El test da positivo”

20% = P(?)
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Un test detecta la presencia de cierto tipo de
bacterias en el agua con probabilidad 0.9, en caso
de haberlas. Si no las hay, detecta la ausencia
con probabilidad de 0.8. Sabiendo que Ila
probabilidad de que una muestra de agua
contenga bacterias de ese tipo es 0.2, calcular
la probabilidad de que:

H: “Hay bacterias en el agua”
T. “El test da positivo”

20% = P(H)
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Datos

Definir Eventos 0 Sucesos
H: “Hay bacterias en el agua’
T. “El test da positivo”
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Interrogantes

H: “Hay bacterias en el agua”
T. “El test da positivo”

P(T/H) = 90%
P(T/H) = 80%
P(H) = 20%

a) Realmente haya presencia de bacterias cuando el
test ha dado resultado positivo.

b) Realmente haya presencia de bacterias cuando el
test ha dado resultado negativo.

c) Haya bacterias y ademas el test dé positivo.

d) O haya bacterias, o el test dé positivo.
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Planteo: P. Condicional

H: “Hay bacterias en el agua”
T. “El test da positivo”

P(T/H) = 90%
P(T/H) = 80%
P(H) = 20%

a) Realmente haya presencia de bacterias
cuando el test ha dado resultado positivo.

P(H/T) =?
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Planteo: P. Condicional

H: “Hay bacterias en el agua”
T. “El test da positivo”

P(T/H) = 90%
P(T/H) = 80%
P(H) = 20%

a) Realmente haya presencia de bacterias
cuando el test ha dado resultado positivo.

P(H
P(H/T) = 240D
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Entendiendo T

H: “Hay bacterias en el agua”
T. “El test da positivo”

P(T/H) = 90%
P(T/H) = 80%
P(H) = 20%

a) Realmente haya presencia de bacterias
cuando el test ha dado resultado positivo.

_ P(HNT)
P(H/T)  P(TNHUTNH)
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H: “Hay bacterias en el agua”
T. “El test da positivo”

P(T/H) = 90%
P(T/H) = 80%
P(H) = 20%

- P(HNT)
P(H/T) ~ P(TNnH)+P(TNH)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Aplicando Prob. Condicional

H: “Hay bacterias en el agua”
T. “El test da positivo”

P(T/H) = 90%
P(T/H) = 80%
P(H) = 20%

B P(HNT)
P(H/T) = P(TNH)+P(TNH)

P(T/H)xP(H) )
P(T/H)xP(H)+P(T/H)*P(H)
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Resultado

H: “Hay bacterias en el agua”
T. “El test da positivo”

P(T/H) = 90%
P(T/H) = 80%
P(H) = 20%
P(H/T) =
P(T/H)*P(H) )
P(T/H)xP(H)+P(T/H)*P(H)

90%*20% -
90%4+20%+(1—80% ~ 537
consultas: taulamet@unl.edu.ar




a) Realmente haya presencia de bacterias cuando
el test ha dado resultado positivo.

_ P(HNT)
P(H/T) = P(TNHUTNH)

90%*20% -
90%*20% +(1—80%)*(1—20%) 5370

consultas: taulamet@unl.edu.ar



b) Realmente haya presencia de bacterias cuando
el test ha dado resultado negativo.

N P(HNT)
P(H/T) ~ P(HNTUHNT)
20%*10%+80%*80% —~ ©/°
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c) Haya bacterias y ademas el test de positivo.

P(HNOT) =7
%9070 = 18%

o T
2@%
/% 10% T
% /20%/ L

H o e T
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d) O haya bacterias, o el test dé positivo.

P(HUT) ="
Por P. Total:
PH)+ P(T)—PHNT)

P(T)=P(TNH)+ P(Tﬂﬁ) = 18% + 16%) = 34%
PHUT) = 2/0% + 34% — 18% = 36%

el P(T NH)
oo T 20%.90%+ — 18%
%
20% — H _— _
10% T P(TNH)
s0% T
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Respuestas

a) La probabilidad de que haya presencia de
bacterias cuando el test ha dado resultado
positivo es 53%.

b) La probabilidad de que haya presencia de
bacterias cuando el test ha dado resultado
negativo es 3%. (Falso negativo).

c) La probabilidad de que haya bacterias y
ademas el test de positivo es 18% y es una
probabilidad conjunta.

d) La probabilidad de que haya bacterias, o el
test de positivo, es una probabilidad total que
vale 36%.
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VARIABLES ALEATORIAS
»Definicion
»Clasificacion
»Distribucion de probabilidades
»Funciones f(x) y F(x)
»Los simbolos y los nombres
»Momentos y propiedades
»Funciones marginales

»Independencia y condicionalidad
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DEFINICION

Una variable aleatoria es una funcidn
gue asocia un numero real con cada
elemento del espacio muestral.

(WALPOLE et al, 2012, p. 81)
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CLASIFICACION
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¢, COmo pensar un ejercicio?
* Interpretar el enunciado

e Pasar en limpio los Datos

. _ iNuevo!
* Identificar Eventos y Espacio Muestral. w

* Definir y clasificar Variables Aleatorias

* [nterrogantes

* Planteo
* Resolucion

* Respuesta
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VARIABLES ALEATORIAS

Distribucion de probabilidades

Ejercicio |

| La distribucion de probabilidad de X: numero de errores en un canal de transmision es
la siguiente: |
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VARIABLES ALEATORIAS

» Condicion de cierre Z flz;) =1

> Funcién acumulativa
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VARIABLES ALEATORIAS

Distribucion de probabilidades

Se conoce que la duracion (en das) de un disco rigido es una variable aleatoria que se distribuye
seglin la siguiente funcion; |

) %ﬂﬂ s1z > 1000

0 enotrorango
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LOS SIMBOLOS Y NOMBRES

»Clasificacion
»Discreta
>F. Masa/F. Cuantia f(z)
»F. de Distribucion F(x)
»Continua
>F. de Densidad f(x)
»F. de Distribucion F(x)
>Unidimensional f(x), F(z)

»Bidimensional
f(x7 y)? F(x7 y)

fo(x), fy(y), Fu(x), Fy(y)
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LOS SIMBOLOS Y NOMBRES

DISCRETAS
f(x) cuantia
Probabilidad
0< f(x) <1

CONTINUAS
f(z) densidad

bl
0 < f(x)
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Funcion f(x): caso discreto

EeREICIoN
ol elarfe

(WALPOLE et al, 2012, p. 84)
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Funcion f(x): caso continuo

. f(x) 20, paratoda x € R

X CECIENE
L[ fl)de=1

=k

3 Plach b= [ o) dr.

(WALPOLE et al, 2012, p. 89)
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Funcion F(x): caso discreto

para —oo <x < 00,

(WALPOLE et al, 2012, p. 85)
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Funcion F(x): caso continuo

Fla) =P EI)=/ f(o) dt,

(WALPOLE et al, 2012, p. 90)
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MOMENTOS
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MOMENTOS
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MOMENTOS

L W‘e‘ovz
ot [

Oél W‘G‘O'ZZ
Ng
ntngon [
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MOMENTOS NO CENTRADOS

(No Centrados o Centrados con
respecto al origen)

Orden k
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MOMENTOS NO CENTRADOS

(No Centrados o Centrados con
respecto al origen)

Orden 1
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MOMENTOS NO CENTRADOS

(No Centrados o Centrados con
respecto al origen)

Orden 1
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Propiedades - Condicidon de cierre

Cojplelielen
perciene
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VARIABLES ALEATORIAS

Pla <x <b) ="
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VARIABLES ALEATORIAS

Pla <x <b) ="
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VARIABLES ALEATORIAS

Pla <x <b) ="

CASO DISCRETO
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VARIABLES ALEATORIAS

CASO CONTINUO

Pla <x <b)= f; f(x)dx
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VARIABLES ALEATORIAS

CASO CONTINUO

Pla<zxz<b) = ff f(x)dx
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FUNCIONES MARGINALES

Un teodolito se clasifica de acuerdo al ndmero de defectos de fabricacion y a la fidbrica que lo produce.
Sean X e Y las variables aleatorias que representan respectivamente el nimero de defectos por unidad,
con valores posibles 0, 1, 2y 3; y el numero de fdbrica con valores posibles 1y 2. La siguiente ml:rLl

muestra la distribucion de probabilidades conjuntas.

A

0 1 2 3
I8 116 316 18
Y6 116 18 14

a) Determinar la distmbucion de probabilidad marginal de X yde Y.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



FUNCIONES MARGINALES

Un teodolito se clasifica de acuerdo al ndmero de defectos de fabricacion y a la fidbrica que lo produce.
EEdﬂ X e} las vaniables aleatorias que representan respectivamente el nimero de dEfELtm pur umdddk

Lﬂﬂ valores posibles 0, 1, 2 y kN }fel nimero de fdbrica con valores nniblac 1+

ECaI; (insltrllbucmnes margmales s6lo de X y solo de Y son

gx)=Y fxy ¥ h ()= Zf (x, ¥)

}'I

para el caso discreto, y

g(r)—-[ f(x, y) dy Y h(\)-[ §ix y) dx

,,,,,,,,,,,,,, ) consultas: taulamet@unl.edu.ar



Ejemplo: Funcion Acumulativa

Con objeto de establecer un plan de
produccion, una empresa que administra una
represa hidroeléctrica ha estimado que la
demanda semanal de energia es una variable
aleatoria X (expresada en millones de
unidades), cuya funcion de probabilidad viene
dada por:

1—e@/3° iy > ()
six <0

¢, Podemos obtener la probabilidad de que la
demanda semanal sea mayor a 2? ¢ Como?

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Planteo: F(x) y Prob. Contraria

Dado que la funcion de distribucion nos brinda
la posibilidad de calcular la probabilidad
acumulada hasta un valor determinad vy
aprovechando el concepto de probabilidad
contraria hacemos:

P(X>2)=1-P(X <2)

P(X >2)=1-F(2)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Resolviendo...

1 — e_($/3)2 six >0

La probabilidad de que la demanda semanal
sea superior a 2 es del 64%.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Segunda Parte: V.A. Bidim

Si se sabe gue una nueva variable aleatoria Y
tambien es necesaria para el estudio de
manera que la funcion conjunta de ambas
variables es:

1o (x/3)2=y/2 g
_ 9.’,U€ S1 X > O, Yy > 0
f(x,y) { 0 en otro caso.

., Se puede considerar qgue ambas variables
son independientes?

Calcular P(Y <1/X >2) e interpretar su
significado.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Independencia

cSon X e Y Independientes?

DATOS:

1—6_(‘”/3)2 s1 x <0
0 six >0

é:zze_(”[”/?’)z_y/2 six >0,y >0
0 en otro caso.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Independencia
CASO DISCRETO

cSon X e Y Independientes?

f(xi,y;) = fx) * f(y5)
\v/xwyj

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Independencia
CASO CONTINUO

cSon X e Y Independientes?

flx,y) = f(z)* f(y)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Hallamos f(x)

/fxy

/ 9x6—<w/3> ~9/2 gy —

También puede obtenerse f(x) a partir de la derivada de F(x)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Hallamos f(y)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Hallamos f(x) * f(y)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Independencia

f(gj7 y) — %me_(m/S)Q_y/Q

flx,y) = f(z)- f(y)

XeYson
Independientes

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Calculo de Probabilidad

PlY <1/X > 2)="

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Calculo de Probabilidad

Recordando Planteo Condicional

PlY <1/X >2)=

PlY <1NX > 2)
P(X > 2)

consultas: taulamet@unl.edu.ar
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PROGRAMA ANALITICO

UNIDAD Il : CARACTERISTICAS
3.1 - Caracteristicas y Momentos de una
distribucidon de probabilidades.

3.1.1 - Medidas de la Tendencia Central.
3.1.2 - Momentos - Medidas de Variabilidad.
3.1.3 - Medidas de Asimetria.

3.1.4 - Medidas de Kurtosis.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



CARACTERISTICAS

“Existen una serie de numeros
que resumen las caracteristicas
dominantes del comportamiento
de una variable aleatoria.”

(Vanlesberg, 2021, Apuntes de Teoria)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



CLASIFICACION

> TENDENCIA CENTRAL
> VARIABILIDAD
> FORMA
> ASIMETRIA
> CURTOSIS

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Recapitulando...

DISCRETAS
f(x) cuantia
Probabilidad
0< f(x) <1

CONTINUAS
f(z) densidad

bl
0 < f(x)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Recapitulando...

consultas: taulamet@unl.edu.ar



CARACTERISTICAS

> TENDENCIA CENTRAL
> PROMEDIOS
> UBICACION

consultas: taulamet@unl.edu.ar



CARACTERISTICAS

> TENDENCIACENTRAL

> PROMEDI™~~

omedi®®

> UBICA

""" consultas: taulamet@unl.edu.ar



> TENDENCIA CENTRAL
> PROMEDIOS
> ESPERANZA MATEMATICA

consultas: taulamet@unl.edu.ar
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O
O

Para rellenar una zona baja
aledana a un rio, se utilizan

O

por cada camion se puede
adaptar a Ila siguiente
funcion:

0S camiones: Ay B. La
Istribucion de la carga
laria (en tn) transportada

L s1ll<x<1)

fla) =4 2

€.0.C

.Se podra decir cual es el valor medio de
carga de cada camion?;Alcanza con solo
este valor para caracterizar a las cargas?
¢, Qué mas se podria calcular?

consultas: taulamet@unl.edu.ar




Antes gue nada...

¢, Es una funcion de densidad valida?:

D2

L s1ll<x<1)
0 e.0.C

* ., Definida para todo posible x?
* ;,NO negativa para todo posible x?
* ., Cumple la condicidon de cierre?

consultas: taulamet@unl.edu.ar



_ 5—2 s1 1l <ax<1b
f(x) oo

/ f(a
11 00
Odaz—l—/ —daH—/ Odx =
/oo 11 52 15

15

dr+0=1

11

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Lo ultimo que se pierde...

5% s1ll <x <15
e.0.C

x0dx =

5

dz +0 => FE(X) ~ 13.10

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Propiedades de la Esperanza

Destacamos las siguientes

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Propiedades de la Esperanza

Ejercicio 2

La produccion de trigo en una determinada region es una vanable aleatoria X (en mules de toneladas)
cuya distnbucion estd caracterizada por la siguiente funcion:

Z(r+3)(2-1) paral) <z <2

_ ) m
flz) = 0 £n olro caso

El beneficio por cada mul toneladas producidas se obtiene como funcion de la cantidad producida
resulta B = 5000 = 1000. ; Cudl es el beneficio esperado?

FEla+bX)=a+bE(X)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



CARACTERISTICAS

> TENDENCIA CENTRAL
> PROMEDIOS

Centro

> ESPERANZA de masa de la

distribucion

> UBICACION

Mitad

> MEDIANA de la probabilidad

acumulada

consultas: taulamet@unl.edu.ar



> TENDENCIA CENTRAL
> PROMEDIOS
> UBICACION

> MEDIANA
Mediana

/«:@vzx () =2 0.5
O\
. e
Mediana
QSO Mediana
%/ f(z)dx = 0.5
(0]

— OO

*Suponiendo que el primer valor de X sea 1

consultas: taulamet@unl.edu.ar



> MEDIDAS DE UBICACION
» CUANTILES

Se denomina cuantil de orden p (siendo
p un numero perteneciente al intervalo
[0,1]) al valor de la variable Xp que
cumple con al menos una de las
siguientes condiciones:

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Ejemplo: Cuantil de orden p

si0<zx<1

en otro caso

—~ P(X <uzp)=p
3 24 BlX =p)=1—p

consultas: taulamet@unl.edu.ar



> MEDIDAS DE UBICACION
» CUANTILES

Dividen la distribucion en partes
con igual probabilidad y los
veremos en cuatro grupos*:

MEDIANA
CUARTILES Q,
DECILES D;
PORCENTILES P,

*Pueden existir otros, como los Terciles o los Quintiles.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



CUANTILES

Existen algunas equivalencias

MEDIANA = Qy = Ds = Ps,
CUARTILES Q@ : Ql — P25;Q2 — P503Q3 — P75§
DECILES D;: Dy = PlO;DQ — PQO§ ---;DQ — PQO;

PORCENTILES P; : Todos los anteriores.

*Pueden existir otros, como los Quintiles.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Mediana

/ 2, [
1=1x%
M ediana

Medzana

— OO

X\
\90‘(a
O J=
Percentil P;
QSO P;
% / fla
O

*Suponiendo que el primer valor de X sea 1

consultas: taulamet@unl.edu.ar



> MEDIDAS DE UBICACION
> MODO

El modo o la moda Es el valor de la variable aleatoria
que se corresponde con el maximo de la funcion de
probabilidad. En el caso discreto sera el valor asociado
a una mayor probabilidad de ocurrencia y en el caso
continuo podra investigarse a partir de las derivadas de
la funcion de densidad y eventualmente observando los
limites de cada tramo de la funcion.

M, : f(MCB) — mam:cf(x)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



50% | 5(

0%
.&\ ;}jmflt- -

R
mediana

consultas: taulamet@unl.edu.ar



MOMENTOS

consultas: taulamet@unl.edu.ar



MOMENTOS

consultas: taulamet@unl.edu.ar



MOMENTOS

L W‘e@'z
ot [

Oél W‘Q‘O'ZZ
Ng
ntngon [

e o 2.
Cntpn |

Mlnw‘e‘ovzz
o [

consultas: taulamet@unl.edu.ar




MOMENTOS

No Centrados o Centrados con
respecto al origen

Orden k

consultas: taulamet@unl.edu.ar



MOMENTOS

No Centrados o Centrados con
respecto al origen

Orden 1

consultas: taulamet@unl.edu.ar



MOMENTOS

No Centrados o Centrados con
respecto al origen

Orden 1

consultas: taulamet@unl.edu.ar



MOMENTOS

No Centrados o Centrados con
respecto al origen

Orden 2

consultas: taulamet@unl.edu.ar



MOMENTOS

Centrados (con respecto al valor medio)
up = E[(X — E[X])"]

pp = E[(X — p)”]
Orden k

consultas: taulamet@unl.edu.ar



VARIABILIDAD

> RANGO (Méax - Min)
> VARIANZA
> DESVIO
> COEF. DE VARIABILIDAD

consultas: taulamet@unl.edu.ar



VARIANZA

Var(X) = o? = E[(X — B[X])?]

Var(X) = 02 = B[(X — u)?

& VarlX]= Z( xi- E[X] ) f(x;)
Q%‘ Vi
%\
% .
6@ 2
o4 Var[X]= j(x-E[X] Y f(x)dx

consultas: taulamet@unl.edu.ar



VARIANZA

Forma resumida

consultas: taulamet@unl.edu.ar



O
O

Para rellenar una zona baja
aledana a un rio, se utilizan

O

por cada camion se puede
adaptar a Ila siguiente
funcion:

0S camiones: Ay B. La
Istribucion de la carga
laria (en tn) transportada

L s1ll<x<1)

fla) =4 2

€.0.C

¢.Se podra decir cual es el valor medio de
carga de cada camion?¢Alcanza con sélo
este valor para caracterizar a las cargas?
¢ Qué mas se podria calcular?

consultas: taulamet@unl.edu.ar




¢, Variabilidad?
D(X) = /V(X);V(X) = BE(X?) - B(X)’

15 15 3
T T

E(X?) = / T —dr = / —dx =
11 52 Y

15
dr = 173) => V(X) = 173 — 13.10% =

11

V(X)~1.39=>D(X) ~ 1.18

consultas: taulamet@unl.edu.ar



CARACTERISTICAS Y MOMENTOS

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Propiedades de la Varianza

Var(C)=0

E[C-E(C)]°’=E[C-C]’=E(0)=0

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Propiedades de la Varianza

Var(CX)= c*Var(X)
E[CX-E(CX)]"=E[CX-CE(X)]’ =
= E{[C(X-EX))]" }=E{C*.[X-EX)] }=

=C’E[X-E(X)]"=C’Var(X)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Propiedades de la Varianza

/ Var[X]= Z( xi- E[X]) f(x:)

(.)\cg)
%\
%, o
’% 5
o4 Var[X]= j(x-E[X] Y f(x)dx

Var(C)=0

Var(CX)= c*Var(X)

Var(a + bX)= Var(a)+Var(bx)= 0+ p*Var(X)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



DESVIO ESTANDAR y CV

o.=++Var(X)

2
m=+x/m-m

_o(X)
- E(X)

C,

consultas: taulamet@unl.edu.ar



VARIACIONES DE E(X) Y V(X)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Ejercicio 3

El tiempo requendo pard transportar wn cargamento por via Huval entre dos puertos sigue una dis-
(nbucton de probabilidades con una medra de 90 hs. y desvio de 3 hs. El capitdn de un barco pretende
legar a un puerto entre 80 y 100'hs. despues de haber salido del primer puerto. ; Puede con esta
informacion determinar [ probabihidad de que realmente esto suceda?

consultas: taulamet@unl.edu.ar



TEOREMA DE TCHEVYCHEFF

POX -y ho )<

I
1

P(X -ul<ho )>1-

consultas: taulamet@unl.edu.ar



ASIMETRIA

Med Toda Media Moda I Media

Mediana Mediana Mediana
Moda

Asimeétrica hacia Simétrica Asimeétrica hacia
la izquierda la derecha

consultas: taulamet@unl.edu.ar



As

?} 7 ?I 372
T (a:-ai)

ASIMETRIA

- E(X)- Modo
a(X)

As

_ 3 [E(X)- Mediana]

_ A

o(X)

3
oz dasautial

consultas: taulamet@unl.edu.ar



CURTOSIS

N

Leptocurtica Mesocurtica Platicurtica

2 4
Hy=a,-daza+o0asar - e

Yy =9

consultas: taulamet@unl.edu.ar



CARACTERISTICAS DE V.A.
DISTRIBUIDAS CONJUNTAMENTE

» MOMENTOS BIDIMENSIONALES
» MARGINALES
» DEPENDENCIA
» X+Y
> X-Y

consultas: taulamet@unl.edu.ar



MOMENTOS BIDIMENSIONALES

No Centrados o Centrados con respecto al origen

&) n — E(Xl, Yn)

Orden I,n

consultas: taulamet@unl.edu.ar



ESPERANZAS MARGINALES

Calculadas a partir de momentos no centrados

consultas: taulamet@unl.edu.ar



ESPERANZAS MARGINALES

Calculadas a partir de momentos no centrados

Y) — Oé(),l

consultas: taulamet@unl.edu.ar



MOMENTOS BIDIMENSIONALES

Centrados con respecto los valores medios

L = E[X — E(X)]".E[Y — E(Y)]")

Orden I,n

consultas: taulamet@unl.edu.ar



VARIANZAS MARGINALES

consultas: taulamet@unl.edu.ar



COVARIANZA

COV(X,Y) =11 =E[X — ux]L.E[Y — py]!)
COV(X,Y) =11 = a1 — a1,0.00,1

INDEPENDENCIA

X, Y Indep
E(X,)Y) = E(X) -E(Y)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



INDEPENDENCIA
S [xi- EX)LLy,- EVIf (x).f (y)=

Y ¥ _'|'JI

=3 [x-EX)].f (x)D [ y,-EWI]f(y,)=

=FE[yv.-E(X)]E[ V- EY)=p,, u,,

COV(X,)Y)=p11 =011 —a10.00,1
COV(X,Y)=p11=0a10.0p01 — Q1,0.Q0,1
COV(X,Y)=0

consultas: taulamet@unl.edu.ar



COEFICIENTE DE CORRELACION

COVey  Hyy
-P.‘J.l','l'

- 0.0, J.Hzﬂ*.'”{u

consultas: taulamet@unl.edu.ar



SUMA DE VARIABLES

2.COV(X,Y)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



WA
)

- —

Si se supone que las cargas transportadas por
los dos camiones son independientes; ¢Se
podria decir cual es el valor medio de carga
total transportada por los camiones?
¢ Alcanza con solo este valor para caracterizar
a la carga total? ¢ Qué mas se podria calcular?

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Pensando en 2 camiones

Suponiendo que X mide la carga del camion Ae Y
la carga del camion B, pasamos en limpio las
funciones de densidad de cada variable:

s1 11 <x <15
e.0.C

si 1l <y < 15
€.0.C

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Carga Total Media

Luego si definimos la carga total T como la suma
de las cargas de los camiones y aplicamos la
propiedad de la esperanza de una suma:

T=X+Y
E(T)=E(X+Y)=EX)+EY)

—> F(T) = 13.10 + 13.10 = 26.20

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Desvio Total Medio

Analogamente, por la propiedad de la varianza de
una suma, necesitaremos calcular la covarianza:

V(T) = V(X +Y) =
V(X)+V(Y) +200V(X,Y)

COV(X,Y) = E(X,Y) — E(X) * BE(Y)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Covarianza

COV(X,Y) = BE(X,Y) — E(X)- E(Y)

E(X,Y):/ / zyf(x,y) dx-dy =
11 J11

cdx - dy =
[ /1 Vi

cdr - dy ~171.6
/1 /1 2704 Y :

consultas: taulamet@unl.edu.ar




Covarianza: Interpretacion
COV(X,Y)=FEX,Y)—- E(X)-E(Y)

=> 171.68 — (13.10°%) =~ 0

=>COV(X,Y)=0

Recordemos que si la covarianza es cero, podemos
Interpretar que no existe relacion lineal entre las dos
variables, lo cual es coherente con lo supuesto en el
enunciado del problema.

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Desvio Total Medio

V(T)=V(X+Y) =
V(X)+V(Y)+2C0V(X,Y)
—>V(T)=13+1.3=26
—> D(T) ~ 1.61

consultas: taulamet@unl.edu.ar
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PLANTEO

»NOCIONES DE PROBABILIDAD
»IDENTIFICAR EVENTOS
»RELACIONES
»IDENTIFICAR Y DEFINIR VARIABLES
»CLASIFICARLAS
»CARACTERIZARLAS
» ¢ SIGUE ALGUN MODELO
PROBABILISTICO?

consultas: taulamet@unl.edu.ar



. COMO ABORDAR LA GUIA 4A7?

»MODELOS DISCRETOS
»BERNOULLI
>»BINOMIAL
»GEOMETRICO
»POISSON
»HIPERGEOMETRICO

TABLAS & PROGRAMAS

consultas: taulamet@unl.edu.ar



GUIA4AY GUIA 4B

»MODELOS DISCRETOS
»BERNOULLI
>»BINOMIAL
»GEOMETRICO
»POISSON
»HIPERGEOMETRICO

»MODELOS CONTINUOS
»EXPONENCIAL

> GAMA

»NORMAL

> LOGNORMAL
»RELACIONADOS-AL-NORMAL
»DE VALORES EXTREMOS

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Un reciente estudio revela que el 40% de los
adultos estan a favor de un control de
contaminacion del aire y acustica en una
ciudad. SiI se seleccionaran 5 adultos
aleatoriamente:

a)Determine la probabilidad de que ninguno
este a favor del citado control.

b)c,Cual es la probabilidad de que como
maximo 3 estéen a favor del control?

c)¢,Cual el wvalor esperado de adultos

seleccionados gque estan a favor del control?

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Ensayo de Bernoulli

Exito o Fracaso

Experimento: Se le consulta a un adulto
Su opinidn sobre el control ambiental:

A: El adulto esta a favor

~A: El adulto esta en contra

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Datos

“...el 40% de los adultos estan a favor
de un control ambiental...”

En este caso: Exito — A Favor
E: El adulto esta a favor del control

5 Adultos
 P(E) =0,40

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Interrogante a)

Si se seleccionan 5 adultos al azar:

¢, Determine la probabilidad de gue ninguno
este a favor del citado control?

Si X: “Numero de adultos a favor”

P(X=0) = ?

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Planteo a)

X: NUmero de adultos a favor

X - V.A Discreta
X - Unidimensional
X ~7?

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Planteo a)

X: Numero de de adultos a favor (V.A. Discreta)

X - V.A Discreta
X - Unidimensional
X ~ Binomial(n=5, p=0,40)

n\ n—x D
P(X =0)= — _ 0 5
( ) <$>p (1 p) (O) 0,40" % 0, 60
P(X — O) =0,078 = binomdist((); 5; 0, 40; 1)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Interrogante b)

Si se seleccionan 5 adultos al azar:

¢, Determine la probabilidad de qgue como
maximo 3 estén a favor del citado control?

Si X: “Numero de adultos a favor”

P(X < 3) =?
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Planteo b)

X: Numero de de adultos a favor (V.A. Discreta)

X - V.A Discreta
X - Unidimensional
X ~ Binomial(n=5, p=0,40)

P(X <3)= 23: <;) péﬂ(l _ p)n—xi

1=0

P(X <3)=0,91 = binomdist(3;5;0,40;1)

consultas: taulamet@unl.edu.ar



Interrogante c)

Si se seleccionan 5 adultos al azar:

¢,Cuadl es el valor esperado de adultos a favor
del control?

Si X: “Numero de adultos a favor”

E(X) = ?
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Planteo c)

del control?

SiI X ~Binom

Si se seleccionan 5 adultos al azar:
¢,Cuadl es el valor esperado de adultos a favor

Si X: “Numero de adultos a favor”

E(X) = n*p=5*0,40 =2
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Respuestas

a) La probabilidad de que ninguno esté a favor
del citado control es 0,078.

b) La probabilidad de que como maximo 3
esten a favor del control es 0,91.

c) El valor esperado de adultos seleccionados
gue estan a favor del control es 2.
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MODELO EXPONENCIAL

Este modelo surge al considerar el

tiempo transcurrido hasta Ia
primera ocurrencia de un evento que pueda
ser considerado como un proceso de
Poisson.
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MODELO EXPONENCIAL

Este modelo surge al considerar el

tiempo transcurrido hasta Ia
primera ocurrencia de un evento que pueda
ser considerado como un proceso de
Poisson.

Recordemos:

El modelo Poisson considera Ila

cantidad de veces que sucede un
evento en un periodo de tiempo.
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RELACION ENTRE MODELOS
EXPONENCIAL - POISSON

Consideremos un evento A de tipo Poisson y sea:

X: ”Cantidad de veces que sucede A en un tiempo K”

Tal como se ha visto,

X ~ Poisson  E(X) = X\

Luego, la probabilidad de que no se produzcan eventos A
en el intervalo de tiempo K se puede obtener como:

e~ x )\
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RELACION ENTRE MODELOS
EXPONENCIAL - POISSON

Consideremos ahora la variable T definida como:

T: ”Tiempo hasta el primer evento A”

Resulta interesante que pensar la probabilidad de que T
supere al tiempo K, es equivalente a pensar la
probabilidad de que no se produzca ningun evento A en el
periodo de tiempo K, en simbolos:

P(X =0)=P(T > K)

Con lo cual:

P(T>K)=e "
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RELACION ENTRE MODELOS
EXPONENCIAL - POISSON

Consideremos ahora la variable T definida como:

T:“Tiempo hasta el primer evento A”

De igual forma, si consideramos ahora una fraccion t
del periodo de tiempo estudiado (siendo t positivo):

P(T >t);t>0
Tendremos entonces:

P(X =0) =e M
P(T > t) = e
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MODELO EXPONENCIAL

Resumiendo, sea X ~ exponencial:
P(T>t)=e M

Luego, por probabilidad contraria:

] 0 parat <0
F(t) = { 1—e M parat>0

derivando,
0 para t < (
ft) = { Ae™*  parat >0

E(T)=1/X  V(T) =1/ \2
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Normal

Normal estandar

Normal

Normal estandar

consultas: taulamet@unl.edu.ar



consultas: taulamet@unl.edu.ar



Situacion Real Aplicada

Se cuenta con registros de lluvias maximas en
la estacion meteoroldgica Chajari. Suponiendo
gue se obtuvo para esa region un valor medio
de 200 mm con un desvio de 50 mm, obtener
los parametros del modelo adecuado para
ajustarle a este tipo de variable y calcular la
probabilidad de que ocurra una lluvia maxima
superior a 150 mm en esa zona.
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(1891 Munich, 1966 Nueva York)

Fue matematico, activista
politico y pacifista.

Era judio y huyo de Alemania
en 1933, afilo en que se le
privo de la nacionalidad
alemana como parte de la
Primera Lista de Expatriacion
del Reich Aleman.

“Es imposible que lo improbable nunca ocurra.”

Emil Julius Gumbel
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Ya que estamos trabajando con valores maximos sabemos
gue podemos utilizar la distribucion de Gumbel.

X: "Lluvia maxima en la estacion Chajari”
X ~ Gumbel(y,p) F(Q’J) — eXp(_e_(x_M)/ﬁ)

Se conoce la esperanza y el desvio, y se deben calcular p y
B para poder hallar la probabilidad que se pide:

E(X) =200 D(X) =50 V(X) = 2500

V(X) _ (62-)2: 5 _ \/2507?*6
— [ ~ 38.98
E(X) = p+v8=> p = 200 — 0.57 * 38.98

— 11~ 177,05

Siendo: T ~ 3.1415 v ~ 0.5772
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Calculando...

1~ 177,05 3 ~ 38.98

P(X > 150) = 1 — F(150)

_ (150—177,51)/38.98
1l —e ~ 87%

En GNUmeric =r.pgumbel(150;177,51;38.98;0)
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1~ 177,05 3 ~ 38.98

P(X > 150) = 1 — F(150)

_ (150—177,51)/38.98
1l —e ~ 87%
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